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RESUMO

O presente artigo trata da analise de uma sequéncia didatica visando o ensino de limite e continuidade de fungdes
de uma variavel real a valores reais. A sequéncia foi realizada por meio remoto com a participagao de 20 discentes
do curso de Licenciatura em Matematica de uma Universidade ptblica do Amazonas. Para a elaboragdo de tal
sequéncia foi utilizada a defini¢do de sequéncia didatica proposta por Zabala (1998). Os dados foram coletados a
partir de observagdes, questionarios online, filmagens e registro de interagdes. Considerando a participagdo ¢ o
desempenho dos discentes e as dificuldades intrinsecas do ensino remoto, especialmente de conceitos nio
elementares do Calculo, podemos concluir que a sequéncia didatica proposta neste estudo mostrou indicios de que
pode contribuir para o processo de ensino e de aprendizagem de limite ¢ continuidade de fungdes. Como
perspectiva de estudos futuros, vislumbramos a analise da aplicagdo desta sequéncia didatica no ensino presencial.
Palavras-chave: Educacdo Matematica; Limite; Continuidade; Calculo; Sequéncia Didatica.

ABSTRACT

This article deals with the analysis of a didactic sequence designed to teach limit and continuity of functions from
a real variable to real values. The sequence was carried out remotely with the participation of 20 students of the
Mathematics Degree course at a public university in Amazonas. For the elaboration of such sequence, the
definition of didactic sequence proposed by Zabala (1998) was used. Data were collected from observations, online
questionnaires, filming and recording of interactions. Considering the participation and performance of students
and the intrinsic difficulties of remote teaching, especially of non-elementary concepts of Calculus, we can
conclude that the didactic sequence proposed in this study showed evidence that it can contribute to the teaching
and learning process of limit and continuity of functions. As a perspective for future studies, we envision the
analysis of the application of this didactic sequence in classroom teaching.
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INTRODUCAO

As dificuldades no processo de ensino e aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral
ha tempos ¢ fonte de estudos. Um sistema didatico constituido por praticas de ensino e de estudo
tradicional (BARBOSA, 2004) e a falta de articulagdo entre as nocdes de derivada, integral e
continuidade (ANACLETO, 2007) sao apenas dois exemplos de trabalhos nessa dire¢ao. A
busca de solugdes para esse quadro perpassa por medidas como o uso de bons livros, oferta de
cursos de Matematica Basica e o redirecionamento da disciplina de seu aspecto tedrico-
formalista para uma abordagem mais aplicada, e, mesmo assim, a reprovagao ainda se constitui
como um problema cronico, uma verdadeira tradicao (DE OLIVEIRA, 2012).

Frente a esse contexto, corroboramos com Robert e Speer (2001) no sentido de que, para
enxergarmos sinais de evolugdo efetiva no processo de ensino e de aprendizagem de Calculo,
se faz necessario tratarmos, de forma significativa, com as questdes tedricas e pragmaticas
simultaneamente. Nesse sentido, trazemos neste estudo o conceito de Sequéncia Didatica
(ZABALA, 1998) na realidade do ensino remoto emergencial de Calculo.

Assim, pelo exposto, e a partir do contexto das aulas remotas, balizamos o presente
estudo na seguinte questdo: Que tipos de sequéncias didaticas, realizadas por meio remoto,
podem contribuir para o processo de ensino e aprendizagem de limite e continuidade de fungdes
de uma variavel real a valores reais?

Dessa forma, este artigo discute resultados da aplicacdo, com discentes de um curso de
Licenciatura em Matematica, de uma sequéncia didatica (ZABALA, 1998) visando o ensino de
limite e continuidade de fun¢des de uma variavel real a valores reais desenvolvida no primeiro

semestre de 2021, por meio remoto, no ambito da disciplina de Célculo 1.

CONSIDERACOES SOBRE A SEQUENCIA DIDATICA

Para Zabala (1998), toda pratica pedagdgica requer uma organizacdo metodologica
antes de sua execugdo. Assim, o termo “Sequéncia Didatica” (SD) ¢ definido como sendo “um
conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizagdo de certos
objetivos educacionais, que t€ém um principio e um fim conhecidos tanto pelos professores
como pelos alunos” (ZABALA, 1998, p. 18). Esse pesquisador aponta alguns critérios para a
construgdo, desenvolvimento e avaliacao de uma SD, considerando trés fases da intervengao
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reflexiva, descritas como: planejamento, aplicagdo e avaliagdo, sendo o objetivo principal dessa

metodologia de ensino:

[...] introduzir nas diferentes formas de interven¢do aquelas atividades que
possibilitem uma melhora de nossa atuacdo nas aulas, como resultado de um
conhecimento mais profundo das variaveis que intervém e do papel que cada
uma delas tem no processo de aprendizagem dos meninos e meninas. (ZABALA,
1998, p.54).

Portanto, em uma SD ¢ de fundamental importancia a inter-relacdo dos contetidos ¢ a conexao
dos conhecimentos fragmentados de forma mais harmoniosa de modo que “integrem
conteudos teoricamente isolados ou especificos para incrementar seu valor formativo”
(ZABALA, 1998, p. 139).

Para Oliveira (2013, p. 39), uma SD ¢ definida como uma metodologia simples que
envolve um conjunto de atividades interligadas e que “[...] prescinde de um planejamento
para delimitacdo de cada etapa e/ou atividade para trabalhar os contetidos disciplinares
de forma mais integrada para uma melhor dindmica no processo ensino/aprendizagem”.

A partir do exposto, na elaboracdo da SD deste estudo, levamos em consideragdo os
passos Dbasicos estabelecidos por Oliveira (2013), que sdo: a escolha do tema,
questionamentos para problematizagdo do tema a ser desenvolvido, planejamento dos
conteudos, objetivos a serem alcancados no processo de ensino e aprendizagem,
determinagdo da sequéncia de atividades, considerando ainda a divisdo de grupos, o
cronograma, o material didatico, a integracdo entre cada atividade e a avaliagdo dos

resultados.

PERCURSO METODOLOGICO DA PESQUISA

Esta pesquisa se utiliza da abordagem qualitativa que, segundo Creswell (2010, p. 26),
“¢ um meio para explorar e para entender o significado que os individuos ou os grupos atribuem
a um problema social ou humano”. Quanto aos objetivos, trata-se de uma pesquisa descritiva
que, “tem como objetivo primordial a descri¢do das caracteristicas de determinada populacao

ou fendomeno ou o estabelecimento de relagdes entre varidveis” (GIL, 2008, p. 28). Quanto aos
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procedimentos, podemos classificar este estudo como uma pesquisa-a¢do, que, segundo a

definicao de Thiollent (1985, p. 14):

E um tipo de pesquisa social com base empirica que é concebida e realizada em
estreita associagdo com uma agdo ou com a resolu¢do de um problema coletivo e no
qual os pesquisadores e os participantes representativos da situagdo ou do problema
estdo envolvidos do modo cooperativo ou participativo.

A SD foi desenvolvida na Universidade Federal do Amazonas (UFAM) com 20
discentes da disciplina de Célculo I que foram convidados a participarem da pesquisa em
questdo e informados dos objetivos do trabalho. Todos os discentes que cursaram a disciplina
concordaram em participar e assinaram um termo de consentimento livre esclarecido.

O Quadro 1 (ver Anexo) evidencia as técnicas de coleta de dados, os instrumentos e os
dados produzidos nesta pesquisa. Foram realizados 8 encontros sincronos e 1 assincrono no
periodo de 12/04/2021 a 31/04/2021, cada um correspondendo a uma etapa da SD. O Quadro 2
(ver Anexo) apresenta os conteudos abordados em cada etapa e seus respectivos objetivos de
ensino. Os encontros sincronos tiveram duragao de 2h.

Foram usados como recursos o Google Meet, os programas Excel e PowerPoint, o
software de geometria dindmica GeoGebra, o aplicativo WhatsApp e aplicativos que permitem
escanear documentos em PDF diretamente do celular. O professor fez uso de uma mesa
digitalizadora. Os sujeitos do estudo foram 1 pesquisador na fungdo de professor da disciplina,
1 pesquisadora na func¢do de tutora, 3 discentes na fungdo de monitores e 20 discentes divididos

em grupos.

Concepciao das situacdes que compdem a SD

Assumiremos que uma situagdo-problema envolve “a escolha de questdes abertas e/ou
fechadas numa situacdo matematizada ou menos matematizada, vinculada a um campo de
problemas colocados em um ou varios dominios de saber.” (ALMOULOUD, 2007, p. 174).

A Etapa 1 ¢ composta por 3 situagdes-problema e usamos como metodologia de ensino
as diferentes fases da Teoria das Situa¢des Didaticas (TSD) de Brousseau (2002), a saber:
situagdo de acdo, situacdo de formulacdo, situacdo de validacdo e situagdo de

institucionalizacdo. Assim, na elaboracdo das trés situagdes usadas nesta etapa, realizamos uma
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acdo descritiva e preditiva, no sentido de estabelecermos os possiveis comportamentos e
resolugdes dos alunos, de acordo com cada fase da TSD.
Situacio-problema 1 — O gerente de uma empresa determina que t meses apos comegar

a fabricagdo de um novo produto o nimero de unidades fabricadas deve ser P milhares onde

6t2+5t
(t+1)2

P(t) =

. O que acontece com a producao a longo prazo, ou seja, para valores de t “muito

grandes”?
Situacio-problema 2 — Para estudar o aprendizado em animais, um estudante de
psicologia realizou um experimento em que um rato teve que atravessar varias vezes 0 mesmo

labirinto. Suponha que o tempo (em minutos) que o rato levou para atravessar o labirinto seja
dado pela fungdo T(n) = 7nT+5, em que n ¢ a enésima tentativa do rato (por exemplo, para 1?

tentativa, n = 1, para 3% tentativa, n = 3, e assim por diante). O que acontece com este tempo
quando o numero de tentativas aumenta indefinidamente?

Nas situagoes-problema 1 e 2, ao questionarmos o que acontece com a fungdo P(t) =

6t2+5¢t
(t+1)2

. ~ 7n+5
para valores de t “muito grandes” e o que acontece com a fungdo T(n) = — quando

o numero de tentativas aumenta indefinidamente, estimulamos os discentes a ensaiar suas
primeiras observagdes de forma intuitiva e experimental acerca do limite de uma fun¢do. Na
fase de acdo das situagdes 1 e 2 os discentes devem identificar as variaveis envolvidas e a
questdo de cada situacdo. O Quadro 3 (ver Anexo) apresenta um resumo do que se espera dos
discentes.

Na formulagdo ¢ esperado que os discentes tomem como estratégia atribuir valores cada
vez maiores para as variaveis independentes. Na validacdo, os discentes devem executar seu
plano, fazendo uso de calculadoras ou algum outro recurso que permita fazer calculos de modo
rapido e a partir disso formular conjecturas intuitivas, apoiadas e mobilizadas na busca de
responder a questdo de cada situagdo proposta. A institucionalizagdo ¢ realizada através uso da
planilha Excel para obter as Tabelas 1 e 2 (ver Anexo), a partir das quais se pode perceber que,
na situagdo 1, para valores de t “muito grandes”, a produgdo a longo prazo se aproxima de 6
milhdes e, na situagdo 2, quando o niumero de tentativas aumenta indefinidamente, o tempo que

o rato leva para atravessar o labirinto se aproxima de 7 minutos.
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Situacio-problema 3 — Analise o comportamento das fun¢des dadas para valores de x
proximos do ponto a, em cada um dos casos abaixo. Use a planilha Excel para fazer essa analise.
Em seguida, usando o software GeoGebra faga o grafico de cada uma das fungdes e analise seu
comportamento para valores de x proximos do ponto a. Sua andlise a partir do grafico das

fungdes corresponde a andlise feita usando a planilha Excel?

@f@=x"-x+2,a=2 OfO=1"a=2 (©f@®)=

Na situagdo de acgdo da situacdo-problema 3 os discentes devem primeiro compreender

2senx

— -, a= 0

o significado da expressdo “comportamento das fun¢des dadas para valores de x proximos do
ponto a”. Na situagdo de formulagdo ¢ esperada que os discentes sigam as orientacdes dadas
no proprio enunciado. Por exemplo, para a fun¢do dada no item (a), usar a planilha Excel e
obter a Tabela 3 (ver Anexo) e o software GeoGebra para obter o grafico da Figura 1 (ver
Anexo). Na situagdo de validacdo os discentes devem compartilhar sua tela enquanto os demais
discentes acompanham e realizam a valida¢do em seu caderno. Importante observar que nesta
atividade foi exigido do discente que realize duas conversdes, uma do registro algébrico para o
numérico e outra do registro algébrico para grafico. A institucionalizacdo se da pelo didlogo
entre discentes e professor para consolidar o novo conhecimento.

Na Etapa 2 fazemos uso do Quadro 4 (ver Anexo) e questionamos os discentes sobre
limites envolvendo esses graficos. O modo de execugdo ¢ o seguinte: o professor apresenta um
grafico por vez e pergunta sobre o comportamento do grafico quando x tende a certo valor p,
por valores menores ou por valores maiores do que p, e ao final da atividade os discentes devem
enviar um print de sua folha de respostas para o professor por meio do WhatsApp.

Nas etapas anteriores foram empregados graficos e tabelas para fazer conjecturas sobre
o valor de limites. Mas esses métodos nem sempre levam a respostas corretas. Dessa forma, na
Etapa 3 da SD sdo apresentadas as propriedades dos limites que permitem calculé-los de forma
pratica, o teorema do confronto que ¢ bastante util na determinag¢do dos limites de algumas
funcdes limitadas e o conceito de vizinhanga de um ponto. Em um primeiro momento, esta
etapa ¢ conduzida pelos monitores que trabalhardo com os discentes uma lista de exercicios
visando fixar as principais técnicas para o calculo de limites. Embora nosso foco seja a
compreensdo conceitual do limite de uma funcdo, sabemos da importancia de se conhecer

métodos praticos para se calcular limites. Em seguida s3o apresentadas as propriedades da
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soma, da multiplicagdo por uma constante, do produto e do quociente de fun¢des. Estas
propriedades serdo aplicadas na resolug¢do de situacdes matematicas envolvendo fungdes em
suas representacoes algébrica e grafica. O teorema do confronto ¢ apresentado e aplicado em
situacdes matematicas.

Antes de formalizarmos o conceito de limite usando € e J, € necessario que o discente
compreenda o significado da solugdo de inequagdes do tipo |x — a| < b e anogdo de vizinhanga
de um ponto. As situagdes 1 e 2 desta etapa visam a favorecer essa compreensdo. O Quadro 5
(ver Anexo) apresenta as situagcdes matemadticas propostas que os discentes devem resolver e
enviar pelo WhatsApp. Como forma de complementariedade, um Formulario Google (Quadro
6 - Anexo) foi pensado com o objetivo de verificar se os discentes conseguiram fixar as
representacdes de uma vizinhanga.

Nas etapas anteriores, durante a apropriagcdo da nog¢ao intuitiva do conceito de limite de
uma funcao, por parte dos discentes, foram usadas as frases “x estd proximo de 2 ou “f (x) se

aproxima de 3”. Porém, essas sdo expressdes vagas € que nao nos permite demonstrar

. . senx .
conclusivamente que, por exemplo, llng — = 1. Desse modo, a Etapa 4 aborda o conceito de
X—

ponto de acumulacdo buscando dar sentido as expressdes citadas no paragrafo anterior para
entdo adentrar na defini¢do formal de limite. Um video explicando e exemplificando o conceito
de ponto de acumulacdo foi gravado e enviado pelo Google Sala de Aula para os discentes
assistirem em casa antes da aula. A ideia € que o aluno tivesse contato com o conteudo através
do meio virtual de forma assincrona e ao chegar ao encontro sincrono ele ja esteja ciente do
assunto a ser desenvolvido e, dessa forma, o momento da aula se torne um local de maior
interagdo professor-aluno, visando sanar diividas e questionamentos.

Na Etapa 5 ¢ apresentada a definicdo formal de limite de uma funcao. Fez-se uso do
GeoGebra para fornecer uma visualizagdo geométrica dos significados dos € e § presentes na
definicdo de limite. Evidente que um curso introdutério de Calculo ndo pode ser exigido do

discente a completa compreensdo dessa definicdo nem tdo pouco calcular limites como

e?¥_1

lim

1 usando a definicdo. Isso exige habilidades e maturidade académica que discentes
X—

iniciantes ndo possuem. Entretanto, pensamos ser importante determinar limites de algumas

funcdes por meio da definicdo, pois isso contribui para uma melhor compreensdo desta
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definicdo. Desse modo, foram propostas as situagdes-problema 1 e 2 nesta etapa da SD (Quadro
7 em anexo). Na situacdo 1 o § da defini¢do de limite ¢ obtido a partir de uma analise grafica
enquanto na situacdo 2 ¢ obtido algebricamente.

A Etapa 6 visa fazer com que os discentes compreendam o conceito de fungao continua.
A forma como esse conceito ¢ apresentado em alguns livros didaticos pode causar dificuldade
na aprendizagem desse conceito, tendo origem no que Brousseau chama de obstaculo de ordem
didatica, visto que o livro didatico depende apenas da escolha realizada pelo professor. O uso
de expressdes como “o grafico pode ser desenhado sem remover sua caneta do papel” ou “o
grafico tem um buraco” (STEWART, 2016, p.109) causam conflito nos discentes quando eles
se deparam, por exemplo, com fung¢des discretas, que sdo continuas em todos os seus pontos,
mas seu grafico ndo pode ser desenhado sem remover sua caneta do papel e nem faz sentido

calcular lim f(x) = f(a) para uma fungdo discreta, visto que todos os seus pontos sdo isolados.
xX—a

Desse modo, propomos a atividade descrita no Quadro 8 (ver Anexo). A situagdo-
problema 1 serve como ponto de partida da aula. O professor deve instigar os discentes a tentar
encontrar um numero ¢ tal que a condi¢do indicada em cada item seja satisfeita. O objetivo €
que os discentes usem, mesmo que de forma intuitiva, estimulados pelos graficos, a defini¢ao
formal de continuidade, a saber: “Diremos que f:XcR — R é continua em um ponto a € X
quando, para todo &€ > 0 dado arbitrariamente, pudermos achar § > 0 tal que, se x € X e
|x —a| < & impliquem |f(x) — f(a)| < &" (ELON, 2009, p.223). Chamamos a atengdo para
o item (b) e o item (c) que representam uma fun¢ao definida por partes e uma fungao discreta,
respectivamente.

Na situacdo-problema 2 fazemos a relagdo entre os conceitos de continuidade e limite
de uma fungdo. Usamos o fato que, se f ¢ uma funcdo f:XcR - R e a € X ¢ um ponto de

acumulagdo de X, entdo f ¢ continua no ponto a se, e somente se, lim f(x) = f(a). Na parte
xX—a

I desta situacdo, sdo dados dois graficos, e o discente deve identificar os pontos nos quais a
funcao representada por cada grafico ¢ descontinua e explicar o porqué. Para tanto, o professor
mostra um grafico por vez e d4 um tempo para os discentes responderem e enviar uma foto de
sua resposta por um Formulario eletronico. Em seguida o professor resolve com a participagdo
dos discentes as partes II e III. O objetivo ¢ estudar a continuidade das fun¢des dadas no ponto

indicado. O GeoGebra ¢ utilizado para fazer um esbogo dos graficos e facilitar na compreensao
. _________________________________________________________________________________________________________________________________________________________
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do conceito estudado. Por fim, pede-se para determine o valor de uma constante k de modo que
cada funcdo dada seja continua.

Na Etapa 7 o ponto de partida ¢ a atividade do Quadro 9 (ver Anexo), que sera realizada
no primeiro momento da aula, visando estudar as nogdes intuitivas dos discentes acerca desses
conceitos. O professor apresenta questdo por questdo e determina um tempo para os discentes
responderem e, ao final, enviar uma foto de suas respostas via WhatsApp. Pelo fato da grande
maioria dos discentes ndo terem notebook, a tarefa de esbogar o grafico das fungdes no
GeoGebra ficou a cargo do professor. Apos os discentes enviarem suas respostas, o professor
corrigiu a atividade introdutoria e apresentou a teoria.

Na Etapa 8 propomos o conjunto de situagdes-problema descritas nos Quadros 10 e 11
(ver anexo) para serem realizadas de forma sincrona e assincrona, respectivamente. Na primeira
o professor apresenta questao por questao e determina um tempo para os discentes responderem
cada questao de forma individual. Ao final, os discentes tiram uma foto da sua folha de respostas
e envia por WhatsApp para o professor. O professor deve incentivar a discussdo entre os
discentes para a correcdo da atividade. Na avalia¢do assincrona, o professor envia o PDF para
os discentes por WhatsApp juntamente com o link do Formulario eletronico para o envio das
respostas pelos discentes. Para a realiza¢ao desta atividade prevemos um tempo de 4h para ser

realizada de forma individual.

ANALISES E RESULTADOS

Na Etapa 1, os discentes realizaram as situagdes-problema 1, 2 e 3. A analise das
respostas nos permitiu observar que, em relacdo as situagdes-problema 1 e 2, cinco discentes
(35,7%) identificaram os dados, explicitaram a pergunta e a sua estratégia de resolucdo e
fizeram corretamente os célculos. Desses discentes, apenas um (7,1%) respondeu as perguntas
dos dois problemas, e mesmo assim parcialmente (Figura 3 em Anexo).

Na fase de validagdo, observamos dificuldades dos discentes na realiza¢ao de operacdes
com expressdes numéricas, mesmo podendo fazer uso da calculadora. Na situagdo-problema 1,
seis discentes (42,8%) fizeram os calculos corretamente, enquanto na situagao-problema 2 esse

numero foi de 5 discentes (35,7%).
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Para a realizagdo da situa¢ao-problema 3, a ideia inicial era que os discentes realizassem
de forma individual a atividade proposta. Entretanto, isso ficou inviabilizado pelo fato de
poucos deles estarem participando da aula por meio de um notebook ou computador. Desse
modo, o professor iniciou, ele mesmo, projetando a tela de seu notebook e construiu a tabela da
primeira fun¢do e, na medida em que atribuia valores para x proximos de 2, pela esquerda e
pela direita, questionava aos alunos sobre o comportamento da fun¢do e estes tinham que
responder apenas na sua folha de resposta. Para as outras duas fung¢des, um dos discentes se
prontificou a projetar sua tela e construir as tabelas correspondentes.

Na situacdo-problema 3 os discentes precisavam estimar os limites das fungdes, nos
pontos indicados, a partir de sua representagdo grafica e usando para isso o GeoGebra.
Novamente, pelo fato de poucos terem notebook e, além disso, muitos ndo estarem
familiarizados como o GeoGebra, o professor projetou a tela do seu computador e construiu,
no GeoGebra, o grafico de cada uma das fun¢des enquanto os estudantes respondiam a
perguntas feitas na sua folha de resposta.

Analisando os percentuais de acerto de cada fun¢do da situacdo-problema 3, tanto a
partir da observacdo da representacdo numérica, feita com o auxilio do Excel, como da
observa¢ao da representagdo grafica, feita com o auxilio do GeoGebra, percebemos que 85,7%
dos discentes, a partir da representacio numérica, responderam corretamente sobre o
comportamento da fun¢do dada por f(x) = x* — x + 2 para valores de x proximos de 2. Por

outro lado, 78,5% a partir da representacdo grafica, responderam corretamente o
comportamento da fungéo f(x) = isenx para valores de x préximos de 0.

Na etapa 2, iniciou-se fixando a notag@o que seria usada na atividade. A formalizagdo
do conceito de limite e suas representacdes ainda ndo haviam sido introduzidas. Desse modo,
este foi o primeiro contato dos discentes com a notacao de limite de uma fungao. O Quadro 12
(ver Anexo) mostra as representagdes que foram fixadas. Um exemplo foi apresentado aos
discentes mostrando como eles deveriam proceder.

Participaram desta atividade 17 discentes e a dindmica foi: o professor apresentava um
grafico e perguntava sobre o comportamento do grafico quando x tendia a certos valores p por
valores menores ou por valores maiores do que p. Esta atividade exigiu dos alunos que

coordenassem ao mesmo tempo trés tipos de registros de representacdes semiodticas, pois, eles

-10-
Revista de Investigagdo e Divulgacdo em Educacdo Matematica
Juiz de Fora, v. 7, n. 1, p. 1-28, Jan. — Dez., e-ISSN: 2594-4673, 2023
d-110.34019/2594-4673.




ouviam na representacdo em lingua natural, visualizavam na representacdo grafica e escreviam
na representacao simbdlica. Ao todo foram apresentados nove graficos (Quadro 4) e ao final da
atividade os discentes faziam um print de sua folha de respostas e enviam por meio do
WhatsApp para o professor (Figura 5 no Anexo).

Ap6s andlise das respostas enviadas pelos discentes percebemos que praticamente todos
usaram corretamente a representacdo simbolica de limite. Ao todo foram feitas 42 perguntas e
a média de acerto foi de 28 questdes (68,4%), sendo que 13 discentes (76,4%) obtiveram 50%
ou mais de acertos e, desses, 5 (29%) acertaram mais de 90% das respostas. O Quadro 13 (ver
Anexo) apresenta as questdes com maior percentual de erros.

A resposta de alguns discentes mostrou que, mesmo sem a formalizagdo de limites
envolvendo o infinito, eles possuiam a no¢do intuitiva do comportamento da funcdo para o
limite especificado. A Figura 6 (ver Anexo) ¢ um recorte da resposta de trés discentes.

Na etapa 3, os discentes ndo demonstraram dificuldades em compreender as técnicas
para o célculo de limites. Os obstaculos mais perceptiveis foram relativos a conceitos basicos
do ensino basico, como fatoragdo e produtos notaveis, mas que foi sendo superado na medida
que os discentes iam avancando na resolucdo dos exercicios. Ressaltamos que esta atividade foi
muito bem conduzida por dois dos trés monitores. Quanto a aplicagdo das propriedades de
limite, as questdes resolvidas e enviadas pelos discentes mostram que eles assimilaram bem o
uso de tais propriedades, como podemos ver na Figura 7 (Anexo) que mostra a solu¢do de um
dos discentes.

Quanto a nog¢do de vizinhanga de um ponto e suas representagdoes, da Etapa 4, as
respostas dadas pelos discentes as questdes apresentadas no Quadro 5, demonstram que eles
compreenderam tal no¢do e conseguiram realizar conversdes entre os diversos registros de
representacdo. Na Figura 8 (Anexo) vemos a resposta de dois discentes, para as situagdes-
problema 1 e 2.

Responderam a questdes do Formulario Google, apresentado no Quadro 6, 19 discentes
e a pontuacdo média foi de 7,12 (numa escala de 0 a 10) sendo que 16 discentes (84,2%)
obtiveram pontuac¢do superior ou igual a 6,0 e, desses, cinco alcancaram a pontuagdo maxima.

O percentual de acerto nas questdes 1 e 2 foi de 89,5% enquanto nas questdes 3, 4 ¢ 5 foi de
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68,4%. Entendemos que isso se deu devido a questdo exigir a coordenacdo de diferentes
registros de representagdo semiotica.

Na Etapa 5 visamos estudar a habilidade dos discentes em obter o § da defini¢do de
limite a partir de uma analise grafica (situagdo-problema 1) bem como algebricamente
(situagdo-problema 2). Realizaram a atividade, proposta no Quadro 7, 14 discentes, tendo-se
obtido os percentuais de acerto registados no Quadro 14 (ver Anexo). Na Figura 9 (Anexo)
apresentamos a solug¢do de um dos discentes para o item (c) da situagdo-problema 2 da atividade
proposta.

A partir do Quadro 14 se percebe que os discentes apresentam mais dificuldade em obter
0 6 da defini¢do de limite, algebricamente do que a partir de uma analise grafica. Mesmo assim,
consideramos o resultado satisfatorio, mediante a complexidade da tarefa para um discente que
esta cursando Calculo pela primeira vez. Ressaltamos também o fato de os discentes ndo terem
dificuldades em compreender as desigualdades 0 < |x —a| < § e |f(x) — L| < &, visto que
foram trabalhadas na etapa 4.

A Etapa 6 visa a fazer com que os discentes compreendam o conceito de funcio
continua. Para tanto foi proposta a atividade descrita no Quadro 8. O professor, partindo da
situagdo-problema 1, instigou os discentes a tentar encontrar um nimero § tal que a condi¢ao
indicada em cada item fosse satisfeita. No inicio, os discentes apresentaram um pouco de
dificuldade em perceber a diferenga entre a desigualdade 0 < |x —a| < & que consta na
defini¢do de limite e |x — a| < § que aparece na defini¢ao de continuidade. Apds explicagdo
do professor essa dificuldade foi superada e os discentes conseguiram compreender os
exemplos da situagdo-problema 1.

A situagdo-problema 2 (Quadro 15 — Anexo) visava estabelecer a relagdo entre os
conceitos de continuidade e limite de uma fungdo. Na parte I desta situacdo-problema foram
apresentados dois graficos, e o discente deveria identificar os pontos nos quais a funcao
representada por cada grafico € descontinua e explicar o porqué. Para tanto, o professor mostrou
um grafico por vez e deu um tempo para os discentes responderem e enviar uma foto de sua
resposta por um Formulario eletronico. Responderam ao formuldrio 11 discentes e, numa escala

de 0 a 4 pontos, a pontuacdo média foi de 2,7 pontos.
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Na parte II o objetivo foi estudar a continuidade das fun¢des dadas no ponto indicado.
Para tanto, o professor fez uso do GeoGebra para obter um esbogo dos graficos e discutir, com
a participagdo ativa dos discentes, a continuidade de cada funcdo e justificar algebricamente
cada resposta obtida a partir da andlise grafica. Por fim, na parte III o objetivo foi determinar o
valor de uma constante k de modo que cada fun¢do dada fosse continua. Esse tipo de questao
exige a compreensao do conceito de continuidade e 0 GeoGebra teve um papel importante na
compreensdo da resolucio da questao.

A Etapa 7 tratou do conceito de limites no infinito € como obter as assintotas horizontais
e verticais de uma fungdo. As nogoes intuitivas dos discentes acerca desses conceitos foram
estudadas a parir das suas respostas na atividade do Quadro 9. Responderam a essa atividade
12 discentes e a média de acertos foi de 54,6%, sendo que nove discentes (75%) obtiveram
média superior a 50%. Quando consideramos a apenas pontuacdo desses nove discentes, a
média de acertos aumenta para 65,2%.

Consideramos o desempenho dos discentes nessa atividade um bom resultado, visto
que eles responderam as questdes apenas com seus conhecimentos prévios sobre limites. Um
dado que vale a pena ressaltar ¢ que nenhum discente acertou qualquer dos itens (c) e (d) da
primeira questdo. Creditamos esse resultado pela limitagdo do software GeoGebra que nado
permite fazer uma estimativa precisa acerca dos limites considerados.

A Etapa 8 visou fazer uma verificacdo de aprendizagem dos conceitos abordados. Para
tanto, foi proposto o conjunto de situagdes-problema descritas no Quadro 10, que foram
aplicadas por meio remoto e de forma sincrona. Realizaram esta atividade 15 discentes cuja
nota média foi 6,4 (numa escala de 0 a 10) e apenas 4 (quatro) ndo atingiram 50% de acerto.

Apos correcao das respostas enviadas pelos discentes, conclui-se que 58% dos discentes

conseguiram explicar com suas palavras o significado de equagdes do tipo lim f(x) = L. O
xX—a

objetivo das situagdes-problema 2 e 10 era determinar o limite de uma fungdo a partir da sua
representacdo grafica, e o percentual médio de acerto foi 82% e 79%, respectivamente,
mostrando que os discentes desenvolveram bem esta habilidade.

Os discentes demonstraram que sabem aplicar as propriedades do limite, pois 93%
responderam corretamente a questdo quando a fungdo ¢ dada algebricamente, como acontece

na situagdo-problema 4, e 67% acertaram quando a fun¢do ¢ dada na sua representagdo grafica,
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como acontece na situacdo-problema 5. Na situacdo-problema 7, 60% dos discentes
conseguiram calcular corretamente o limite de uma func¢ao definida por partes. Por outro lado,
53% conseguiram esbogar o grafico de uma fungdo a partir de certas condigdes envolvendo
limites.

Na situagdo-problema 8, 47% conseguiram usar o grafico de uma fungdo para encontrar
um numero O que satisfizesse certa condicdo. A habilidade de identificar pontos de
descontinuidade de uma fungao a partir de sua representacao grafica e justificar, sua resposta,
na situagao-problema 9, foi demonstrada por 51% discentes. O resultado mais preocupante foi
o fato de nenhum discente conseguir acertar a situacao-problema 6, na qual se exigia o uso do
teorema do confronto. Uma nova aula foi ministrada sobre este topico.

Ainda visando a avaliagdo dos discentes, foi proposto um conjunto de 9 situacdes-
problema, descritas no Quadro 11, que foram aplicadas de forma assincrona. O PDF da
avaliacdo foi disponibilizado aos discentes, os quais tiveram 4 (quatro) horas para resolvé-la e
enviar de volta para o professor, via Google Sala de Aula. Realizaram esta atividade 22
discentes, tendo-se obtido uma nota média foi 6,54 (numa escala de 0 a 10) e, destes, apenas
quatro ndo atingiram 50% de acerto ou mais.

Apoés a correcdo das avaliagdes, na situagdo-problema 1 concluiu-se que 73% dos
discentes conseguiram calcular os limites de uma funcdo definida por partes, encontrando
primeiro os limites laterais no ponto para depois concluirem se dado limite existia ou ndo. Na
situacdo-problema 2, que visava analisar o conhecimento dos alunos sobre algumas
propriedades do célculo de limites, obteve-se uma média de 51% de acertos, com apenas 3 e 6
alunos conseguiram chegar a resposta correta nas alternativas (c) e (d), respectivamente,
concluindo-se que, apesar de poderem conhecer as propriedades, ndo atentaram as condigdes
que as tornam validas.

A situacdo-problema 3 requer o calculo de limites elementares, nos quais os alunos
demonstraram ndo terem muita dificuldade, somando uma média de acertos de 80%. Ja na
situacdo-problema 4, 57% dos discentes conseguiram calcular os limites no infinito em fungdes
definidas por partes, porém 18% deles deixaram a questdo em branco. Tendo em conta que
esses mesmos alunos conseguiram resolver pelo menos uma alternativa da situacdo-problema
1, que também tratava de limites em fungdes definidas por partes, concluiu-se que a dificuldade
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deles foi principalmente o calculo do limite com x tendendo ao infinito, o que ficou evidenciado
também apos analise das resolugdes dos 18% dos discentes que erraram a questao.

As situacdes-problema 5 e 6 visavam analisar o entendimento dos alunos a respeito da
definicdo precisa de limite, sendo a primeira uma andlise grafica, enquanto na segunda os alunos
deveriam provar, pela definicdo de limite, que o limite dado estava correto. Em ambas as
situacdes-problema, 64% dos alunos conseguiram resolvé-las corretamente.

Nas situagdes-problema 7 e 8 os discentes deviam identificar pontos de descontinuidade
de uma funcdo, representadas graficamente e algebricamente, tendo-se obtido 61% e 45% de
respostas corretas, respetivamente. No situacdo-problema 7 as dificuldades dos discentes
resultaram mais por conta de justificativas incompletas do que por respostas erradas, enquanto
na situa¢ao-problema 8 os principais erros ndo foram na aplicacdo das técnicas de limites para
achar os pontos de descontinuidade, mas sim erros de matematica basica e falta de ateng@o dos
alunos. Por fim, na situagdo 9, 55% dos discentes conseguiram explicar de forma correta e

coerente a relacdo que existe entre limites e continuidades.

CONCLUSOES

Este estudo apresenta resultados quanto a validacdo de uma SD que visou o ensino de
limite e continuidade de fun¢des de uma variavel real a valores reais. A sequéncia didatica aqui
apresentada foi desenvolvida no primeiro semestre de 2021, no ambito da disciplina Calculo I
com discentes de um curso de Licenciatura em Matematica.

Nas duas situagdes em que se fez uso das etapas da TSD foi possivel perceber que a
maioria dos discentes (64,3%) apresentaram dificuldades para identificar os dados, explicitar a
pergunta e explicar suas estratégias de resolugcdo dos problemas. Além disso, demonstraram
dificuldade na realizagdo de célculos como operagdes numéricas, mesmo com o uso de
calculadora. Os discentes conseguiram desenvolver a habilidade de intuir o limite de uma
funcdo a partir de sua representacdo numérica, obtida com o auxilio do Excel, e da sua
representacdo grafica, obtida através a partir do GeoGebra. Ademais, conseguiram coordenar
simultaneamente trés tipos de registros de representagdes do conceito de limite de uma fungao.

Percebemos que, mesmo antes da formalizacdo do conceito de limites no infinito, os
discentes conseguiram desenvolver a no¢ao intuitiva do comportamento da fungdo para esses
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tipos de limites. E, ap6s a formalizagdo desse conceito, quando solicitados a usar o GeoGebra
para obter o grafico de fungdes e fazer conjecturas acerca do comportamento da fun¢ao quando
x — Fo0o, os discentes obtiveram um bom desempenho (75% de aproveitamento). Acreditamos
que o uso do GeoGebra foi crucial para esse bom desempenho dos discentes.

Nao houve dificuldades na compreensdo das técnicas de calculo de limites nem na
aplicacdo de suas propriedades operatorias. Quanto a no¢ao de vizinhanga de um ponto, os
discentes conseguiram compreender tal no¢do, o que facilitou o entendimento do conceito de
ponto de acumulacdo e, consequentemente, uma melhor compreensao da definicdo formal de
limite com ¢e 6.

Realizamos duas avaliagdes de aprendizagem, uma sincrona e outra assincrona. Na
primeira, o questionario era apresentado ao discente, o qual tinha um tempo pré-determinado
para responder. Ao final enviavam uma foto de seus calculos para o professor. A segunda foi
enviada em PDF por WhatsApp, juntamente com o link de um Formulario eletronico para os
discentes enviarem suas respostas. Ambas as avalia¢des foram realizadas individualmente.

A nota média na avaliagdo sincrona foi de 6,4 (numa escala de 0 a 10) e mais da metade
demonstraram ter desenvolvido as habilidades de explicar com suas palavras o significado de

equagdes do tipo lim f(x) = L, determinar o limite de uma fun¢ao a partir de sua representagido
xXx—a

grafica, aplicar as propriedades do limite, tanto quando a fun¢do ¢ dada algebricamente como
graficamente, calcular corretamente o limite de uma funcao definida por partes e identificar
pontos de descontinuidade de uma fungdo a partir de sua representagdo grafica.

As maiores dificuldades verificaram-se em esbogar o grafico de uma fungao a partir de
certas condi¢des envolvendo limites, usar o grafico de uma fungdo para encontrar um niimero
o que satisfizesse certas condi¢des e aplicar o teorema do confronto. As atividades que visavam
a desenvolver essas habilidades precisam ser repensadas e aprimoradas.

Na avaliagdo assincrona, a nota média foi 6,54 (numa escala de 0 a 10). Os discentes
demonstraram saber calcular os limites de uma funcdo definida por partes, efetuar calculos
elementares de limites, compreender a defini¢do formal de limite, explicar de forma correta e
coerente a relacdo que existe entre limites e continuidades. Por outro lado, demonstraram
dificuldades para calcular limites envolvendo infinito e, apesar de conhecerem as propriedades

dos limites, ndo atentaram as condi¢des que as tornam validas.
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Pelo exposto, considerando a participacdo e¢ o desempenho dos discentes e as
dificuldades intrinsecas do ensino remoto, especialmente de conceitos ndo elementares do
Célculo, podemos concluir que a SD proposta neste estudo mostrou indicios de que pode
contribuir para o processo de ensino e de aprendizagem de limite e continuidade de fungdes.
Entretanto, algumas situagdes precisam ser aperfeicoadas visando melhorar a aprendizagem dos

discentes.
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Anexos
Quadro 1 — Estrutura de coleta de dados

Técnica de .
Instrumento de coleta Dados produzidos
coleta
Observacao Diario de bordo Registro cursivo resultantes das observagoes.
. Questionario online (Gooogle C ~
Entrevist Respostas dos sujeitos as questdes do estudo.
evista Forms), Google Meet. p J d
. M « ”? , . .
Filmagem odo Gri\/;zzt do Google Video das atividades desenvolvidas.
let Registro de interagdes entre discentes e entre
.C oe a~de Google Meet € WhatsApp & rag .
interagoes pesquisadores e discentes.
Fonte: Elaborado pelos autores
Quadro 2 — Contetidos abordados e objetivos
Data Conteudo abordado Objetivos
Etapa 1: Nogao intuitiva de limite a| Desenvolver a no¢do intuitiva de limite de uma fungao a
12/04/2021 partir  das  representagdes | partir de suas representagdes numérica e grafica obtidas a
Sincrono numérica e grafica. partir da conversao de sua representagdo algébrica.
Etapa: e .. Desenvolver a nogdo intuitiva de limite de uma fungao a
Nogao intuitiva de limite a . - ~ o
14/04/2021 . ., partir da conversao de sua representagao algébrica para a
. partir da representacdo grafica. .~ .
Sincrono representacdo grafica
Célculos usando propriedades Desenvolver a habilidade de calcular o limite de uma
Etapa: .. ~ .
dos limites. Teorema do fungao representada algebricamente ou graficamente
16/04/2021 . L .
. confronto. usando as propriedades dos limites. Conhecer ¢ aplicar o
Sincrono
teorema do confronto.
Etapa 4: Vizinhanga de um ponto. Compreender o conceito de vizinhanga de um ponto e suas
19/04/2021 Ponto de acumulagao. representagoes.
Sincrono Compreender o conceito de ponto de acumulagio.
Etapa 5:
21/04/2021 Definigao formal de limite. Conhecer o conceito formal de limite de uma funcgao.
Sincrono
Etapa 6: A Compreender o conceito de continuidade de uma fungao.
26/04/2021 Continuidade . ~ 4 .
. Determinar quando uma fungdo € continua num ponto.
Sincrono
Etapa 7: . e . .
28/04/2021 | Limites no infinito ¢ assintotas. | __0mPreender o conceito de limites no infinito e como
. obter as assintotas horizontais e verticais de uma fungao.
Sincrono
Etapa 8:
30/04/2021 —
Sincrono Avaliagdo da aprendizagem. Avaliar a aprendizagem.
31/04/2021 -
Assincrono

Fonte: Elaborado pelos autores
_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________
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Quadro 3 — Situagdo de acdo das situagdes-problema 1 e 2

Situacio

Variaveis Questio da situacido-problema

Situaggo- | L+ tempo (em meses) . ) O que acontece com a produgio a
problema P: numero de unidades fabricadas (em milhares) longo prazo, ou seja, para valores
1 P(t) = ?:1;’;“ : fun¢do em sua representagdo algébrica de t “muito grandes”?
i n: enésima tentativa do rato
Situagao- | T tempo (em minutos) que o rato levou para atravessar | O que acontece com este tempo
probzlema o labirinto quando o numero de tentativas

aumenta indefinidamente?

5 ~ . e
T(n) = % : fungdo em sua representacdo algébrica

Tabela 1 — Representagdo numérica
da funcdo da situagdo 1

Fonte: Elaborado pelos autores

Tabela 2 — Representacdo numérica
da fun¢ao da situagdo 2

t P(t) n T(n)
5 4,861111 10 8,5
15 5,566406 20 7,75

130 5,946623 50 7,3

250 5972127 100 7,15

500 5,986032 1000 7,015

8000 5,999125 2000 7,0075

Fonte: Elaborado pelos autores

Tabela 3 — Representacdo numérica da
funcdo f(x) = x* — x + 2.

Fonte: Elaborado pelos autores

Figura 1 — Representagdo grafica da

funcio f(x) = x> — x + 2.
f

6
x f(x) x f(x)

1 2 8

1,5 2,75 2,5 5,75

1,7 3,19 23 4,99

1.8 3,44 22 4,64

1,9 3,71 2.1 4,31

1,99 3,9701 2,01 4,0301 !

1,999 3,997001 | 2,001 | 4,003001 - e
1,9999 3,9997 | 2,0001 | 4,0003

Fonte: Elaborado pelos autores

-20-
Revista de Investigagdo e Divulgacdo em Educacdo Matematica
Juiz de Fora, v. 7, n. 1, p. 1-28, Jan. — Dez., e-ISSN: 2594-4673, 2023
d-110.34019/2594-4673.

Fonte: Elaborado pelos autores




Quadro 4 — Gréaficos usados na etapa 2.

Grafico 1 Grafico 2 Grafico 3
Ay y=8) y y=flx) pY y=flx)
L[ NP
\ ] P 5
\ / x —
. 1 || | =4 X
L 1 e 10
\ /9 L I
- L - C |
Grafico 4 Grafico 5 Grafico 6
T y=2 =6 Y y=/0)
f'__\ N
TN —_— B saat]
; . // \\ | ¥ \ '
-3 - 3 |
L ] N ||
= o
i Ll

Grafico 7 Grafico 8 Grafico 9
y v=¢) AY vy =[O A Y =/
- }l\ J\ ﬂI’ [t
/) S aE= : 1
~ X 'y —3 2/ 4 —a ] 2 4
= [ A S
HHHH ,f f

Fonte: Anton e Davis (2014, p. 77)

Quadro 5 — Situagdes 1 e 2 propostas.

Situagdo 1 - Considere um nimero p qualquer. Todo intervalo aberto com centro no ponto p e raio r ¢ um
conjunto denominado vizinhanga de p e representada por Vs (p). Determine a Vg (2) considerando: (a) O
conjunto N; (b) O conjunto Z; (c) O conjunto R. Represente cada conjunto na reta numérica.

Situacio 2 —Sejax € R. Quando x € V5(p) com x # p, representamos esse fato de trés maneiras: (1) 0 <

|[x —pl <6;2)p— 6 < x <p+ §; (3) Graficamente. Desse modo, complete a tabela abaixo.

x € Vg(p) comx #p 0<|x—pl<é p—6<x<p+§6 —o——o—0—>
x€Vs(3) comx #p

0<|x—1|<é

lx—pl
— —-6—-86<x<—-6+6
> p—6 X p p+6 1 %
o —o—eo—o——0 >
- 5 45 4 446

Fonte: Elaborado pelos autores

Quadro 6 — Questdes do Google Forms.

(2) O que significa a representagdo x € Vs(—2)com x # —2:
(A)x que pertence a uma vizinhanga de centro 5 e raio -2, com x diferentede 5.
@ eV.(3 3 (B)x que pertence a uma vizinhanga de centro -2 e raio 5, com x diferente de -2.
x €V2(3) comx # (C)x que pertence a uma vizinhanga de centro -5 e raio 2. com x diferente de 5.
B) x€V;(2)comx#3

(C) x€Vy(3)chmx#2

(1) Considere um nimero real x que pertence a uma vizinhanga de centro 3 e raio 2

com x diferente de 3. Isso pode ser representando por:

(3) O que significa a representagdo 0 < |x — 7| < §: (4) O que significa a representagio —6 — § < x < —6 + 4
(A)x € Vs(=7)com x # =7 (A)x que pertence a uma vizinhanga de centro -6 e raio §. com x diferente de -6.
(B)x que pertence a uma vizinhanga de centro 6 e raio §, com x diferente de -6.

B)x € V;(6) comx # &
(C)x que pertence a uma vizinhanga de centro § e raio 6. com x diferente de &.

(©)x€Vsg(7)comx # 7
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(5) Considere as seguintes representagdes: Quats'sBoequival etes:
m @ @) A)Le2
x €Vy(4)comx # 4 —4-6<x<-4+6: 0<|x—4|<é: (B)le3
(€)2e3

Fonte: Elaborado pelos autores

Quadro 7 — Atividades para encontrar o 6 da defini¢do de limite

Situacio-problema 1 - Use o grafico dado de f para encontrar um numero § tal que:

(@ Se |x—1]<d entio |f(x)-1/<02 (b) Se0 < |x — 3| < §entdo [f(x)—2|<0,5 (©) Se0<|x—4|<dentiolf(x)—2l<0,4
y y
' y -
12 —~_ 25 - y=Vx
S 24
] _____ e O S 7 4
08 \\ 2 /1 24—————— —=-r
H 15 vl 16 =1 :
|| 71
| i ]
0 07 111 x o 263 38 x 0 5 M . *

Situagao-problema 2 — Considere as fungdes f fungdes reais de uma variavel real. Demonstre cada

afirmag¢@o usando a defini¢ao de limite:

(@) Lim(7x+5)=-2; (b) lim (g + 3) =2,  (o)lim (2"‘“‘) =2 (d)

x-1 3

lim (3 —gx) =-5

x—10

Fonte: Stewart (2016, p. 107).

Quadro 8 — Situagdes didaticas da atividade proposta na Etapa 6.

Situacio-problema 1 — Use o grafico dado de f para tentar encontrar um ntimero § tal que:

(a)Se |x — 1| < &, entdo |f(x) — 2,5] < 0,1. (c) Se |x — 4] < 6, entdo |f(x) — 5] < 0,2.
¥ :

1

(b) Se [x — 2| < 8, entdo |f(x) — 2] < 0,1. (d) Se [x — 3| < & entdo |f(x) — 3] < 0,1.

/ s .
J J
i .
.

Situa¢io-problema 2 — Seja f uma fungdo f: X € R = Re a € R um ponto de acumulagdo de X. Entdo

f ¢ continua no ponto a se, ¢ somente se, lim f(x) = f(a).
x—-a
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(I) Desse modo, dados os graficos de f, identifique pontos nos quais f ¢ descontinua e explique por

qué?

(a) (b)

/& — | N

(IT)Estude a continuidade das fungdes abaixo no ponto indicado. Use o GeoGebra para fazer um

esbogo dos graficos.

1 2x +3sex <4
(a) f(x)zmaaz_z' (C)f(x)= 7+1x_6'sex>4:a:4‘
1
_)—=ssex#+-2 _f(e*sex<0 _
(b) f(x)_{x+,zsex:—2 a=-2 @f@={L%YI0a=0.

(IIT) Determine o valor de k de modo que cada fungdo dada seja continua.

9 —x%sex > -3

(at)f(x)={7x_25e"s'1 (b)f(x):{ K

kx?sex >1 =,sex <=3

Fonte: Stewart (2016, p. 117)

Quadro 9 — Atividade introdutéria 1 acerca de limites no infinito

(1) Obtenha, com o apoio do GeoGebra, a representacio grafica das fungdes abaixo e determine o que
acontece com f(x) quando tomamos x suficientemente grande (representamos isso por x — +00)
ou quando tomamos x ¢ suficientemente grande em valor absoluto, mas negativo (representamos
1SS0 por X— —o0).

@fG) =52 L lim f) , lim fG). (0 f() = 22 lim f(x) , lim f(x).

b)) =1 lmf() , lim fO. @ F@) =22 limf(x) , lim f(x).

(2) Paraa fungdo ¢ do grafico abaixo, encontre Jlim d(x) e xlir_n d(x).

(2 (b) ©

y =
Y= ) ! Ly y=6

N

x
I T S L T S O T I e = = X

i L e

Fonte: Elaborado pelos autores
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Quadro 10 — Atividade sincrona de verifica¢do de aprendizagem

Situa¢do-problema - Explique com suas palavras o significado das equacdes:
(a) lim f(x) = 6 (b) lim f(x) =4 (c) lim f(x) =3 (c)
x-3 x-1 x-2%
lir+n fx)=3
X—>4+00

Situacio-problema 2 - Para a funcdo f cujo grafico esta na figura abaixo, encontre o limite, se existir.
@limf(x) () limf(x) (o) limf(x) (dlmfx)  (e) lim f(x)
x-1 x—2 x-3 . x.—>4- xX—+00
(® lim f(x) (g) lim f(x) (h) lim f(x) (i) lim f(x)
xX——00 x-3 x—-3 x=3
y

___%__ _______________
2

1_/'/;/_ﬁ
= v W

-1 1 é 345 6 7 8
Fonte: Anton e Davis (2014, p. 128)

Situacio-problema 3 - Esboce o grafico de uma fungfo f que satisfaca a todas as condi¢des seguintes:
lim f(x) =3, lim f(x) =-3, f(2)=3
X X—

Situacio-problema 4 — Dado que lirr; f(x) =75, lin; glx)=—-1e }Clrr; h(x) = 2, determine:
X— X -
l.(m+wm3
im|———
x—-3 [h(x)

Situacdo-problema 5 — Os graficos de f ¢ g sdo dados abaixo. Use-os para calcular o limite
lirr} [f(x) + g(x)]. Caso ndo exista, explique por qué.
xX—

| |° L’

y=f(x) xl =y( .‘\‘)
1

1 0 1 X

\

Fonte: Stewart (2016, p. 98)

Situacfio-problema 6 — Se 4x — 9 < h(x) < x — 2 — 4x + 7 para x = 0, encontre ling h(x).
X—

X>+2,sex<1

Situagio-problema 7— Seja f(x) = { -1 sex>1

Calcule lim f (x).
x-1

Situacio-problema 8 — Use o grafico dado de f para encontrar um niimero Stal que
se |x — 1| < §,entdo|f(x) — 0,75| < 0,1
Y.

T

+—+—+ t
 lo2sos 1125 %

Situacdo-problema 9 — Identifique os pohtos de descontinuidade da fun¢do g observando o seu
grafico.

v

-— | }\‘\ ;

~o | \\ \v

. [\ .

1 I /I \ 1 I
- 2/ 4 y g X

Fonte: Stewart (2016, p. 117)

-4

Situacio-problema 10 — Para a fungio f, cujo grafico é dado a seguir, determine:

@ limfG) () lim f@) (@ lim fG) @ limfG) (o) lim f(x)
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Fonte: Elaborado pelos autores

Quadro 11 — Atividade assincrona de verificagdo de aprendizagem

t—2, set<O0
Situac¢do-problema 1 - Seja g(t) = {t?, se 0 < t < 2. Encontre: (a) hm g (b) ltlrrll gty (o)
2t, set>2
ltirrzl g().

Situacido-problema 2 - Determine se a afirma¢ao dada ¢ verdadeira ou falsa. Explique sua resposta.
(a) Se existirem lim f (x)e lim g(x), entdo também existe lim [f(x) +g)].
(b) Se llm g(x) = 0 e existir hm f (x), entdo ndo existe lim Vi 8
x-ad

(c) Se existirem llm f (x)e hm g(x), e ambos forem iguais, entdo lim —— [® .

x—a g(x)
(d) Se existir lim f (x), entdo tambem existe lim 4/ f (x).
x—a x=a

x*-2x

Situagdo-problema 3 - Encontre os limites, caso existam: (a) )lcll'[; — (b) lim 11 im \/_ >
2x* +5,sex <0

Situagio-problema 4 — Seja f(x) =94 3-5x° . Determine: (a) lim f(x) (b) lim f(x)
Taacen 0% 20 i il

Situa¢do-problema 5 — Dado o grafico abaixo, encontre um niimero & > 0, tal que se 0 < |x — 4| < 6,
implica que |[vx — 2| < 0,05.

|
|
|
|
|
|
I
1
le

Situacdo-problema 6 — Use a defini¢do de limite para provar que o limite dado estd correto:
lim1(7x +5) =-2.
Xo—

Situacido-problema 7- Em cada grafico dado, indique quais pontos em que a fun¢do ndo ¢ continua e
justifique.

(@ (b)

Situac¢io-problema 8 — Encontre os pontos x, se houver, nos quais f ndo ¢é continua: f(x) =
{Zx + 3, sex <4

7+1x—6, sex >4

Situacido-problema 9 — Que relagio hé entre os conceitos de limite e continuidade?

Fonte: Elaborado pelos autores
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Figura 3: Respostas para as situagdes 1 de um dos discentes

e © .ﬁmpﬁ« 7 g St m_pzzwgufub f’ " o

Fonte: Proprios autores

~ ; Representacio
Representacio em lingua natural simbélica
O limite de f quando x tende a p ;lcl—r>r;1; f)

O limite de f quando x tende a p pela direita / O limite de f quando x tende a p por 11m f(x)
valores maiores do que p. x-p*

O limite de f quando x tende a p pela esquerda / O limite de f quando x tende a p por lim f(x)
valores menores do que p. x=p

Quadro 12 — Representagio dos limites em lingua natural e simbdlica

Figura 5 — Print de parte da resolu¢do de um dos discentes.

ol ice ©
Ldlico 4 d) fom g(%) = 2 e
o) dim ‘j,('l/)f 3 Q= .QS/ZQ“.L(A& & - o) ':”C,E (%)= 1
X=0" . 2 o) km f(x) =3
,\,L-‘” 3 ( x) L X 3+ . C(x) = |
fé)‘(&m' t’h(,’t):j ) ;:”CL: )= 1
>0 Dala)=4 B) i £(x) ==L
£)4(0)=3 %23 ¢)G(0)=0

Fonte: Elaborado pelos autores.

Figura 6 — Resposta de trés discentes.

h) b Z/?c)

x  ZF

= Q. ‘”aa(/rr /lg.accc

uﬁwﬂ ne L Y e

Hi(fmr Lee //,d.e /'r%“

.,

SR 3 - § S
T e Wy

L kY

Fonte: Dados da pesquisa.
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Figura 7 — Aplica¢éo das propriedades de limites por um dos discentes.

Nedo e :
Sogm 004 fum 0022 Jym K (x)-0

X+l xoL %2
&)jm{(x) 4 Sﬁym 10‘) =44+5.(-2) = -¢
| %23 5 ad 3
b) Jum Lo’ - [&m "G(ﬂl 2 (=8
["ant' Lind' ) .
‘J) Mﬂ»{(x):(‘& ‘d)\gﬂm ﬁ_m:%?f:
X+ 2 OJ("\ rr 75)
2) fum &) < 3.l #0) 2
x% . "ﬁ"r_77125=~€
—_— 5
‘ﬁ/}n L(,) 0 : [y3 7 LS
xol Smddiumineg®!

Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 8 — Resposta de dois discentes para as situagdes-problema 1 e 2.
Jl-yxri<s xe R PESRREUI ISR 4 Quufss & -

4z (%
32thyd 3 < g- £ <=l 3 =
& -U(-4)eax ()< Z(-1) XEVEUWlegmi#? Jocld-01s¢  Ipgexe prg
TENE ) omrFl0CW-21LG [P-gexldig
PR XxeVeldaoma ¥P10¢c (X311 L% R-Gexd 1+U
= 4 LEVG (S gmy #BJ0c \X¥SIL G lS-(exe-srg
2y i xENV G (-Hogm L FF oc\l-ﬂ-lcé LY-¢ crs-aeg
4O "R SRR ey -trmutlocl gy el |iaogeng-bag
6= (-2, 1) 4 )LEVZ(M;)mL#‘?(K Wrijallg |-4ja-¢edelarg

Fonfe: Dados da pesquisa.

Quadro 13 — Questdes com maior percentual de erros

Grafico Item Acertos
Grafico 6 (a) lirgl_ ) 9
x—
. (52,9%)
®) Nm fO | 741,19%)
Grafico 8 (h) lim f(x) 6
X2 (35,2%)
Grafico 9 (@ lim_f(0) | 2(11.7%)
o
) lim_ fex) | 9G>2%)
x->-2%

Fonte: Dados da pesquisa

Quadro 14 — Percentual de acerto na atividade proposta no Quadro 4
Situagdo-problema 1 - Use | Situacdo-problema 2 — Considere as

o grafico dado de f para fungdes f fun¢des reais de uma
encontrar um nimero & tal variavel real. Demonstre cada
que: afirmagdo usando a defini¢do de limite:

(a) (b) (©) (a) (©) d
Percentual |7y 4or | 71 400 | 642% | 50% | 42.8% | 50% | 35.7%
de acertos

Fonte: Dados da pesquisa
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Figura 9 — Resposta de um dos discentes, para o item (c) da situagdo-problema 2 da atividade
proposta na Etapa 5.

T 4 B i) \ o kL T 3 { g
Dim (2+4x )2 .Dodo 6203 §10 04| =4} \(»\2““,-2|<5
o\ . I3 =

) EESTEPI B AT B

DY [atl<b > Ix-1123 8
: Y

=
o ¢ =

36 . pw0%lx-Al¢o=2g =s] 24ux _2) =
=% W 7y

1
= |yx-Yl= Y|x-I<3E = &
UL TN <

Fonte: Dados da pesquisa.

Quadro 15 — Percentual de acerto da situacdo-problema 2 proposta no Quadro 8
Situagio-problema 2 — Seja f uma fungdo f:X C

R—->R e a € R um ponto de acumulagdo de X.

Entdo f ¢é continua no ponto @ se, e somente se, / \
lim f(x) = f(a).

x-a -4 =2 0‘ 2 \\4 6 x

Desse modo, dado o grafico def, identifique pontos
nos quais f é descontinua e explique por qué?

Ponto: -4 Ponto: -2 Ponto: 2 Ponto: 4
Ponto ¢ justificativa Just.: f n?to esta Jusj[.: I@mites Just.: limites Just.: limites
definida laterais diferentes laterais laterais
diferentes diferentes
Percentual de acertos 81,8% 72.2% 54,5% 63,6%

Fonte: Dados da pesquisa
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