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RESUMO

No artigo estuda-se o conhecimento de estudantes, futuros professores dos primeiros anos escolares, sobre relagoes
entre acontecimentos disjuntos e complementares a partir dos trés objetivos: 1) Estudar o desempenho dos
estudantes no reconhecimento da verdade/falsidade das relagdes enunciadas entre acontecimentos disjuntos e
complementares; 2) Caracterizar as justificacdes apresentadas pelos estudantes para afirmar a verdade/falsidade
das relagdes enunciadas; e 3) Retirar consequéncias para a formagao em Probabilidades dos futuros professores
dos primeiros anos. Participaram no estudo 37 estudantes do 2.° ano do curso de Licenciatura em Educagao Basica,
que frequentavam uma universidade do norte de Portugal. Os dados do estudo sdo as respostas dadas pelos
estudantes a uma tarefa envolvendo relagdes entre acontecimentos disjuntos e complementares. Em termos de
resultados, verificou-se um desempenho razoavel dos estudantes em termos da verdade/falsidade das relag¢des, o
qual se agravou muito em termos de justificagdes.

Palavras-chave: Probabilidades; Acontecimentos disjuntos e complementares; Futuros professores; Primeiros
anos escolares.

ABSTRACT

The article studies the knowledge of students, prospective primary school teachers, about relationships between
disjoint and complementary events from the three objectives: 1) To study the performance of students in
recognizing the truth/falsehood of the enunciated relations between disjoint and complementary events; 2) To
characterize the justifications presented by the students to affirm the truth/falsehood of the enunciated relations;
and 3) To draw consequences for the training in Probability of prospective primary school teachers years.
Participated in the study 37 students of the 2nd year of the Degree in Basic Education, who attended a university
in the north of Portugal. Study data are the responses given by students to a task involving relationships between
disjoint and complementary events. In terms of results, there was a reasonable performance of the students in terms
of the truth/falsehood of the relationships, which worsened a lot in terms of justifications.

Keywords: Probability; Disjoint and complementary events; Prospective teachers; Primary school.
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INTRODUCAO

Nos ultimos anos, vdarios investigadores tém defendido o ensino de temas de
Probabilidades e Estatistica a criangas dos primeiros anos escolares (BATANERO, 2013), e
mesmo na educagdo infantii (BATANERO; ALVAREZ; HERNANDEZ; GEA, 2021;
NIKIFORIDOU; PANGE, 2010). Essas recomendagdes repercutiram-se nos programas
escolares de matematica de muitos paises, com os temas de Probabilidades e Estatistica a serem
introduzidos nesses programas desde os primeiros anos de escolaridade (e.g., BRASIL, 2018;
MINISTERIO DA EDUCACAO, 2018a; MINISTERIO DE EDUCACION, CULTURA vy
DEPORTE, 2014; NATIONAL COUNCIL OF TEACHERS OF MATHEMATICS, 2007).

Em Portugal, o dominio de conteudo Organizacdo e Tratamento de Dados, que abarca
os temas de Probabilidades e Estatistica, comeca a ser estudado logo no 1.° ano de escolaridade
e o seu estudo continua ao longo de todo o ensino basico® (MINISTERIO DA EDUCACAO,
2018a). Também no ensino secundario os temas de Probabilidades ou Estatistica sao abordados
em todos os anos escolares (MINISTERIO DA EDUCACAO, 2018b).

Perante as novas exigéncias requeridas aos professores dos primeiros anos escolares
para ensinar os temas de Probabilidades e Estatistica, torna-se necessario aprofundar a sua
formagdo para que eles possam implementar um ensino de qualidade. Contudo, estudos
recentes, envolvendo futuros professores dos primeiros anos, mostram que eles tém
conhecimentos limitados para ensinar esses temas, designadamente sobre definir diferentes
tipos acontecimentos (FERNANDES; BARROS, 2021; FERNANDES, 2022; FISCHBEIN;
NELLO; MARINO, 1991) e calcular probabilidades de acontecimentos envolvendo conetivos
logicos (FERNANDES, 2018).

Na presente investigacdo estuda-se o conhecimento de futuros professores dos primeiros
anos sobre relagdes envolvendo acontecimentos disjuntos e complementares a partir dos trés
objetivos: 1) Estudar o desempenho dos estudantes no reconhecimento da verdade/falsidade das
relacdes enunciadas entre acontecimentos disjuntos e complementares; 2) Caracterizar as
justificacdes apresentadas pelos estudantes para afirmar a verdade/falsidade das relagdes

enunciadas; e 3) Retirar consequéncias para a formacdo em Probabilidades dos futuros

3 Em Portugal, 0 ensino basico desenvolve-se ao longo dos primeiros nove anos de escolaridade e estrutura-se
em trés ciclos: 1.° ciclo — do 1.° ano ao 4.° ano; 2.° ciclo — 5.° ¢ 6.° anos ¢ 3.° ciclo — do 7.° ano ao 9.° ano. Segue-

se 0 ensino secundario, ﬂue decorre entre 0 10.° ¢ 0 12.° ano.
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professores dos primeiros anos. Trata-se, portanto, de um estudo complementar dos realizados
por Fernandes e Barros (2021) e Fernandes (2022, in press), nos quais se pedia, também a
futuros professores dos primeiros anos, para classificar, definir ou exemplificar acontecimentos
disjuntos (ndo complementares), acontecimentos complementares e acontecimentos
independentes.

Portanto, no presente estudo acrescenta-se ao estudo de acontecimentos disjuntos e
complementares (FERNANDES, 2022, in press) a verificagdo da validade de relacdes entre
esses acontecimentos. Ora, o conhecimento dessas relagdes permite estabelecer conexdes entre
os dois tipos de acontecimentos, promovendo a retencdo e compreensdo dos estudantes
(AUSUBEL; NOVAK; HANESIAN, 1980).

Uma vez apresentado e justificado o estudo, na proxima seccdo desenvolve-se a
contextualizagcdo teodrica, segue-se a sec¢do de metodologia e a seccdo de apresentagdo de
resultados. Por fim, nas duas ultimas secc¢des realiza-se a discussdo dos principais resultados

do estudo e expdem-se as conclusdes do estudo.

CONTEXTUALIZACAO TEORICA

Em termos de conjuntos, um acontecimento probabilistico ¢ um subconjunto do espaco
de resultados que pode ser estudado segundo diversas tipologias: acontecimentos certos,
possiveis (mas ndo certos) e impossiveis, acontecimentos disjuntos (incompativeis ou
mutuamente exclusivos), acontecimentos complementares e acontecimentos independentes.

O estudo dos acontecimentos certos, possiveis e impossiveis ¢ introduzido, na
generalidade dos paises, no inicio da aprendizagem das Probabilidades, no 3.° ano em Portugal;
seguindo-se o estudo dos acontecimentos disjuntos e complementares num momento posterior,
no 9.° ano no caso portugués (MINISTERIO DA EDUCACAO, 2018a); e, por ultimo, o estudo
de acontecimentos independentes, no 12.° ano no caso portugués (MINISTERIO DA
EDUCACAOQ, 2018b).

No caso da tipologia de acontecimentos certos, possiveis e impossiveis existem diversas
investigagcdes envolvendo a classificagdo e a formulagdo desses tipos de acontecimentos. Por
exemplo, Fischbein, Nello e Marino (1991) concluiram que a maioria dos alunos do 4.° ao 8.°
ano (inclusive), que participaram no estudo, classificaram e definiram corretamente
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acontecimentos certos, possiveis e impossiveis nas experiéncias de lancamento de um dado e
de girar uma tdmbola de jogo dividida em 90 partes iguais, revelando-se um pouco mais dificil
a categoria dos acontecimentos certos ¢ a formulagdo de acontecimentos comparativamente
com a sua classificagdo. Os autores verificaram, ainda, uma pequena melhoria das respostas
com a idade em todos os itens e com o estudo prévio de probabilidades na maioria dos itens.

Também no estudo de Fernandes (2000) se verificou que a grande maioria dos alunos
do 8.° e 11.° ano, participantes do estudo, classificaram corretamente acontecimentos certos,
possiveis e impossiveis nas experiéncias de extracdo de bolas de um saco e de lancamento de
um dado, revelando-se mais dificil a identifica¢do de acontecimentos certos e/ou que envolviam
conetivos 16gicos. O autor verificou também um aumento sistematico das respostas corretas
com o0 ano escolar e com o desempenho em matematica. A dificuldade, resultante da introdugao
dos conetivos légicos, acentuou-se quando foi pedido a futuros professores dos primeiros anos
para determinarem as probabilidades de acontecimentos envolvendo os conetivos e e ou
(FERNANDES, 2018), tendo-se obtido percentagens de respostas corretas de 43,5% e 17,4%,
respetivamente.

No caso dos acontecimentos certos, eles podem ser vistos como um caso limite dos
acontecimentos possiveis, pois 0 acontecimento certo ¢ um acontecimento sempre possivel no
espaco de resultados. Ignorando isso, varios alunos classificaram os acontecimentos certos em
possiveis (mas ndo certos), ou seja, reconheceram que os acontecimentos se verificavam para
alguns casos e classificaram-nos como sendo possiveis (mas nao certos), quando realmente se
tratava de acontecimentos que se verificavam em todos os casos, portanto acontecimentos
certos.

Ainda no estudo de Fernandes (2000), constatou-se que as dificuldades de alunos do 9.°
ano, que nao tinham estudado ainda probabilidades na escola, aumentaram muito quando lhes
foi pedido para diferenciarem acontecimentos quase certos (com probabilidade proxima de 1)
de acontecimentos certos e acontecimentos quase impossiveis (com probabilidade proxima de
0) de acontecimentos impossiveis. Nestas situacdes, muitos alunos consideraram os
acontecimentos quase certos com sendo certos € os acontecimentos quase impossiveis como
sendo impossiveis. Esta dificuldade também foi observada por Green (1982) em alunos com
idade entre os 11 e 16 anos.
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Analogamente, no estudo de Fernandes e Barros (2005), em que participaram futuros
professores dos primeiros anos escolares, tal como acontece no presente estudo, verificou-se
também que os estudantes demonstraram um elevado desempenho na classificagdo e
formulagdo de acontecimentos (variando a percentagem de respostas corretas entre 78% e
97%), com dificuldades um pouco maiores em formular do que em classificar acontecimentos
e em classificar acontecimentos certos em relagdo a outros tipos de acontecimentos.

Envolvendo também futuros professores dos primeiros anos escolares, Fernandes, Gea
e Correia (2016) realizaram um estudo sobre a defini¢do de acontecimentos certos no processo
de extragdo de berlindes de um saco, contendo berlindes vermelhos, verdes ¢ brancos. Neste
estudo, os estudantes tiveram muitas dificuldades, as quais aumentaram sistematicamente com
a garantia de extrair pelo menos um berlinde de uma cor, dois berlindes de duas cores e um
berlinde de cada uma das cores existentes no saco. No caso da garantia de extrair pelo menos
um berlinde de cada uma das trés cores, os futuros professores do estudo de Fernandes e Barros
(2005) sentiram dificuldades semelhantes, os futuros professores do estudo de Ortiz e
Mohamend (2014) mostraram um desempenho um pouco superior € os alunos do 5.° ao 7.° ano
(10-13 anos), que participaram no estudo de Fischbein e Gazit (1984), tiveram maiores
dificuldades ainda.

Em D'Amelio (2004, 2009) e D’ Amelio e Diblasi (2006) estudou-se e caracterizaram-
se erros em estudantes no que diz respeito aos conceitos de acontecimentos disjuntos e
complementares, indicando que, embora sejam conceitos aparentemente simples, as ideias
espontaneas dos alunos ddo origem a respostas incorretas. Concluiu-se, ainda, que as
dificuldades e confusdes sdo explicados pela falta de referéncias para enfrentar estes problemas
e, em consequéncia, propor situagdes adequadas aos objetivos dos cursos introdutérios de
Probabilidades e Estatistica.

No caso dos acontecimentos incompativeis, complementares e independentes,
Fernandes e Barros (2021) realizaram um estudo, em que também participaram professores dos
primeiros anos escolares, em que foi pedido aos estudantes para definirem pares de
acontecimentos incompativeis (ndo complementares), complementares e independentes na
experiéncia de langamento de um dado duas vezes consecutivas. Os estudantes revelaram

muitas dificuldades nestes tipos de acontecimentos, sendo a percentagem de respostas corretas
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de 42% nos acontecimentos disjuntos (ndo complementares), 13% nos acontecimentos
complementares e 23% nos acontecimentos independentes. Verifica-se, assim, que o0s
estudantes sentiram mais dificuldades nos acontecimentos complementares, o que parece
plausivel em relagdo aos acontecimentos disjuntos uma vez que para os acontecimentos serem
complementares requer-se que sejam disjuntos € que a sua unido seja o acontecimento certo,
portanto exige-se a verificacdo de mais uma condi¢do do que no caso dos acontecimentos
disjuntos.

Ja no estudo de Fernandes (2022), os futuros professores dos primeiros anos escolares
foram questionados acerca da classificagdo, definicdo e exemplificagdo de acontecimentos
disjuntos, tendo-se verificado que os estudantes sentiram muitas dificuldades em qualquer dos
itens da tarefa. De entre esses itens, os estudantes foram mais sucedidos na defini¢ao de
acontecimentos disjuntos, mas nao foram capazes de aplicar essa defini¢do a classificacdo e
exemplificagdo de acontecimentos; na classificacdo de acontecimentos em disjuntos e nao
disjuntos, raramente os estudantes apresentaram justificagdes corretas e completas; e na
exemplificagdo de acontecimentos disjuntos, muitos estudantes ndo mencionaram a experiéncia
aleatoria subjacente aos acontecimentos.

Também num estudo de Fernandes (in press), em que os futuros professores dos
primeiros anos escolares foram questionados acerca da classificacdo, defini¢do e
exemplificagdo de acontecimentos complementares, se verificou que os estudantes tiveram
muitas dificuldades em qualquer dos itens da tarefa. Sistematicamente, estas dificuldades foram
mesmo mais acentuadas do as que foram sentidas pelos mesmos estudantes nos acontecimentos
disjuntos do estudo anterior (FERNANDES, 2022).

No Brasil, Oliveira Janior, Neto e Saito (2022) propuseram uma tarefa envolvendo
acontecimentos independentes e disjuntos a estudantes brasileiros do ensino superior, tendo por
proposito identificar dificuldades a partir das suas resolugdes. Dos resultados do estudo, os
autores salientam a dificuldade dos estudantes na interpretacdo do enunciado do problema, o
uso inadequado da linguagem comum (termos e expressodes) ¢ a falta de clareza na apresentacao
dos argumentos para a resolu¢ao do problema. Com base nas dificuldades encontradas por esses

estudantes, sugere-se trabalhar esses conceitos em sala de aula usando diferentes ferramentas
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didaticas, como a criacdo de ambientes de aprendizagem com base em processos de pesquisa e
situacdes reais.

Silva (2022), também no Brasil, analisou a relevancia dos temas que envolvem
Probabilidades e Estatistica nas provas de primeira e segunda fase, dos anos de 2005 a 2019,
da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escola Publicas junto a Base Nacional Comum
Curricular (Brasil, 2018), bem como caminhos sistematicos de resolu¢do de problemas. Nesse
estudo, entre os assuntos mais abordados, destaca-se o estudo do calculo de probabilidades
envolvendo eventos independentes e disjuntos. Esses conceitos estdo indicados especificamente
no 7.° e 8.° ano do Ensino Fundamental e no Ensino Médio brasileiro. Ademais, buscou-se
oferecer subsidios para que professores de matematica da educacao basica possam recorrer aos
conteudos probabilisticos, tendo em vista aproximar os seus alunos da abordagem sistematica
propria da matematica na resolugdo de problemas do mundo real que envolvem incerteza.

Da evidéncia empirica dos estudos revistos conclui-se que os participantes desses
estudos revelaram um melhor desempenho na tipologia dos acontecimentos certos, possiveis €
impossiveis do que na tipologia dos acontecimentos disjuntos, complementares,
complementares e independentes. Tais resultados corroboram a analise racional dos diferentes
tipos de acontecimentos, pois no caso dos acontecimentos certos, possiveis e impossiveis esta
implicado apenas um acontecimento, enquanto nos outros tipos de acontecimentos estdo
envolvidos dois acontecimentos. Ja entre os acontecimentos disjuntos e complementares
destaca-se que quaisquer deles devem verificar que a interse¢ao ¢ o acontecimento impossivel,

mas os complementares devem verificar ainda que a reunido ¢ o acontecimento certo.

METODOLOGIA

Tal como foi antes referido, neste estudo pretende-se investigar o conhecimento de
estudantes, futuros professores dos primeiros nos escolares, sobre relagdes existentes entre
acontecimentos disjuntos e complementares a partir dos trés objetivos seguintes: 1) Estudar o
desempenho dos estudantes no reconhecimento da verdade/falsidade das relagdes enunciadas
entre acontecimentos disjuntos e complementares; 2) Caracterizar as justificagdes apresentadas
pelos estudantes para afirmar a verdade/falsidade das relagdes enunciadas; e 3) Retirar

consequéncias para a formacdo em Probabilidades dos futuros professores dos primeiros anos.
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Para a consecu¢do dos objetivos do estudo conduziu-se uma investigagdo,
fundamentalmente, quantitativa e de natureza descritiva, em que se analisa uma realidade
preexistente através de métodos rigorosos (MCMILLAN; SCHUMACHER, 2014), neste caso
relacdes envolvendo acontecimentos disjuntos e complementares.

Participaram no estudo 37 estudantes do 2.° ano do curso de Licenciatura em Educacdo
Basica, de uma universidade do norte de Portugal. Estes estudantes tinham uma formacao
matematica variada a entrada na universidade, obtida no ensino secundario em cursos
profissionais, em cursos humanisticos ou em cursos cientifico-tecnologicos.

Os dados usados no presente estudo foram obtidos através da aplicagdo de um
questionario com vdrias tarefas sobre diferentes tipos de acontecimentos, designadamente,
disjuntos, complementares e independentes. Aqui, trata-se a tarefa em que se pretende
relacionar acontecimentos disjuntos e complementares, e que se mostra na Figura 1. Aquando
da aplicag@o do questiondrio os estudantes tinham frequentado, no ensino superior, a unidade
curricular de Probabilidades e Estatistica, tendo sido assegurado o anonimato dos respondentes,
a restricdo das pessoas com acesso aos dados e a salvaguarda da confidencialidade dos

participantes em qualquer publicacdo que viesse a ser feita.

Figura 1 — Tarefa proposta aos estudantes

Considere dois acontecimentos, A ¢ B, de uma mesma experiéncia aleatéria. Indique e
justifique se ¢ verdadeira ou falsa cada uma das seguintes afirmagdes:

a) Se A e B s3o acontecimentos incompativeis ou disjuntos, entdo A ¢ B também sdo
acontecimentos complementares.

b) Se A e B sdo acontecimentos complementares, entdo A ¢ B também sdo acontecimentos
incompativeis ou disjuntos.

¢) Se A e B sdo acontecimentos incompativeis ou disjuntos, entdo A ¢ B também sdo
acontecimentos incompativeis ou disjuntos.

d) Se A e B sio acontecimentos complementares, entdo A e B também sdo acontecimentos
complementares.

Fonte: elaboragdo dos autores.

Na tarefa proposta relacionam-se acontecimentos disjuntos e complementares, e requer-
se que os estudantes, perante relacdes afirmadas entre pares de acontecimentos, declarem a
verdade/falsidade dessas relacdes e que justifiquem as suas respostas. Em cada um dos quatro

itens, espera-se que os estudantes deem respostas do tipo ou equivalentes: dados os

acontecimentos A € B, em a:, a afirmacao ¢ falsa porque acontecimentos disl'untos cumprem a
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condigdo A N B = @, enquanto acontecimentos complementares devem cumprir, além dessa
condicdo, ainda a condi¢do AU B = U (U ¢ o espago de resultados); em b), a afirmagdo ¢
verdadeira porque acontecimentos complementares sdo disjuntos por definicdo; em c), a
afirmacdo ¢ falsa porque sendo A N B = @ ndo implica que A N B = @; e, em d), a afirmacio é
verdadeira porque sendo A e B complementares tem-se AN B =@ e AU B = U, donde resulta
que A=B e B =4, e, consequentemente, ANB =0 e AUB = U. Portanto, A ¢ B sio
complementares.

Finalmente, em rela¢do ao tratamento e analise de dados, estudaram-se as resolucdes
dos estudantes relativamente aos tipos de resposta (correta e incorreta) e as justificagdes dessas
respostas. Em ambos os casos, determinaram-se frequéncias dos tipos de resposta e das
justificacdes das respostas, tendo-se usado tabelas para resumir essa informagao. Além disso,
tendo em vista proporcionar uma melhor compreensdo das respostas dos estudantes e da anélise
realizada, apresentam-se, ainda, alguns exemplos de respostas dos estudantes, identificados

pela letra E (abreviatura de estudante) seguida do nimero que lhes foi atribuido (de 1 a 37).

ANALISES E RESULTADOS
Nesta seccdo apresentam-se os resultados do estudo a partir dos tipos de resposta,

(correta ou incorreta) e das justificagdes que explicam as respostas.

Tipos de resposta
Analisadas as respostas dos estudantes, na Tabela 1 registam-se as frequéncias (em %)
dos tipos de resposta (correta e incorreta) em cada item da tarefa, incluindo-se também as nao

respostas.

Tabela 1 — Frequéncias (em %) dos tipos de resposta nos itens da tarefa

Tipo de resposta Nio
Correta Incorreta resposta

Itens

a) Se A e B sdo disjuntos, A ¢ B também sdo

complementares. 19(51) 17 (46) 1(3)

b) Se A e B sdo complementares, A ¢ B também sdo

disjuntos 20(54)  16(43)  1(3)
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¢)Se A e B sio disjuntos, A € B também sdo 13 (35) 24 (65) _
disjuntos.
d) Se A e B sio complementares, A ¢ B também sio

complementares. 26 (70) 11 (30) -

Fonte: elaboragdo dos autores.

Observando a Tabela 1 verifica-se que, a excec¢ao do item c), em todos os outros itens
mais de metade dos estudantes deram a resposta correta. O item c) revelou-se ser o mais dificil,
com apenas cerca de um em cada trés estudantes a responder corretamente. Neste caso, os
estudantes tiveram dificuldade em reconhecer que sendo dois acontecimentos disjuntos, os seus
contrarios nao sdo necessariamente disjuntos. Especificamente, quando os acontecimentos nao
s3o complementares, os seus contrarios ndo sdo disjuntos pois se AUB # U, entio ANB =
AUB # 0.

Nos itens a) e b) cerca de metade dos estudantes respondeu corretamente, significando
que eles reconheceram que dois acontecimentos disjuntos ndo sdo necessariamente
complementares, no caso do item a), e que dois acontecimentos complementares sao
necessariamente disjuntos, no caso do item b).

Por ultimo, o item d) foi aquele em que mais estudantes responderam corretamente,
cerca de dois em cada trés estudantes, significando que reconheceram que sendo dois
acontecimentos complementares, os seus contrarios também sdo complementares. Nesta
situacdo, o acontecimento contrario de cada um dos acontecimentos ¢ o outro acontecimento
(A = B e B = A), originando, portanto, os acontecimentos ANB =BNA=ANBeAUB =
B UA = AU B. Portanto, sendo A e B acontecimentos complementares, também A e B o sio.
Talvez o maior sucesso dos estudantes neste item se deva ao facto de cada um dos novos
acontecimentos coincidir com o outro acontecimento original.

Por fim, de entre os quatro itens da tarefa, verificou-se que apenas um estudante nao
respondeu aos itens a) e b), concluindo-se que praticamente todos os estudantes responderam a
todos os itens.

Embora se tenha obtido um razoavel desempenho dos estudantes nos tipos de resposta,
verdadeira ou falsa, importa averiguar se as respostas corretas dadas pelos estudantes resultaram

de processos resolucao e argumentos validos. Para tal, complementa-se na proxima subsec¢ao
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a analise antes efetuada, estudando-se as justificagdes apresentadas pelos estudantes para

explicar as suas respostas.

Justificacdes das respostas
Uma vez estudadas as resolugdes dos estudantes, na Tabela 2 apresentam-se as
frequéncias (em %) dos tipos de justificagdo apresentadas pelos estudantes para explicar as

respostas em cada um dos itens da tarefa.

Tabela 2 — Frequéncias (em %) das justificacdes das respostas nos itens da tarefa

Item
Justificacoes
a) b) ¢) d)
Alusao a defini¢ao de acontecimentos 20 (54) 17 (46) — 2(5)
Alusdo a relacdo entre acontecimentos - 2(5) 11 (30) 5(14)
Recorrer a diagrama(s) de Venn - - 7(19) 5(14)
Recorrer a um exemplo 3(8) 2(5) 3(8) 3(8)
Justificagdo irrelevante 5(14) 4(11) 6 (16) 10 (27)
Sem justificacdo 8(22) 11 (30) 10 (27) 12 (32)

Nota: as percentagens foram calculadas a partir do numero total de participantes, ou seja, 37 estudantes.
Fonte: elaboragdo dos autores.

De seguida analisam-se as justifica¢des apresentadas pelos estudantes em cada um dos
itens, apresentando também algumas resolugdes dos estudantes a fim de exemplificar essas
justificacdes.

Item a). A justificagdo “Alusdo a definicdo de acontecimentos” conduziu a respostas
corretas (9) e incorretas (11), tratando-se de defini¢des imprecisas e/ou incompletas. No caso
das respostas corretas, os estudantes afirmam que nem sempre os acontecimentos disjuntos sao
complementares (3) ou que se pode ndo cumprir a condicdo AU B = U (6); no caso das
respostas incorretas, os estudantes afirmam que se cumpre a condicdo AN B =@ ou P(AN

B) = 0 (11). Na Figura 2 apresenta-se um exemplo deste tipo de justificagdo.

_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________
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Figura 2 — Resolu¢do do item a) pelo estudante E32
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Fonte: elaboragdo dos estudantes.

O estudante E32 reconhece que a intersecdo de dois os acontecimentos disjuntos ou
complementares € um acontecimento impossivel, mas ignora que, simultaneamente, a reuniao
dos acontecimentos complementares ¢ o acontecimento certo. Em consequéncia, o estudante da
a resposta incorreta.

Também a justificagdo “Recorrer a um exemplo” originou respostas corretas (1) e

incorretas (2). Na Figura 3 regista-se um exemplo deste tipo de justificagdo.

Figura 3 — Resolu¢do do item a) pelo estudante E4
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Fonte: elaboragdo dos estudantes.

O estudante E4 considera dois acontecimentos disjuntos (ndo complementares), da
experiéncia de lancamento de um dado, e verifica que esses acontecimentos ndo sdo
complementares, obtendo, desse modo, a resposta correta.

Por fim, na “Justificagdo irrelevante”, que levou a respostas corretas (4) e incorretas (1),
os estudantes apresentaram argumentos nao pertinentes ou incompreensiveis.

Item b). A justificacdo “Alusdo a definicdo de acontecimentos” conduziu a respostas
corretas (13) e incorretas (4). No caso das respostas corretas, os estudantes referem que se
cumprem as condicdes ANB =0 ¢ AUB = U (9) ou apenas a condigdo ANB =@ (4);
enquanto nas respostas incorretas os estudantes consideram que os acontecimentos
complementares ndo cumprem a condi¢do A N B = @. Na Figura 4 mostra-se um exemplo de

justificacdo deste tipo.
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Figura 4 — Resolu¢do do item b) pelo estudante E9
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Fonte: elaboragdo dos estudantes.

O estudante E9 enuncia as duas condi¢des que se devem verificar para que dois
acontecimentos sejam complementares e, de seguida, constata que uma dessas condigdes (a
condi¢do A N B = @) permite concluir que os acontecimentos também sdo disjuntos, obtendo,
assim, a resposta correta.

Na justificacdo “Alusdo a relagdo entre acontecimentos”, os estudantes (2) afirmam
apenas que os acontecimentos complementares ndo sdo necessariamente disjuntos. Ji na
justificacdo “Recorrer a um exemplo”, os estudantes (2), na experiéncia de langamento de um
dado, definem dois acontecimentos complementares e concluem que esses acontecimentos nao

sdo disjuntos. Na Figura 5 mostra-se um exemplo deste ultimo tipo de justificagao.

Figura 5 — Resolu¢do do item b) pelo estudante E35
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Fonte: elaboragdo dos estudantes.

O estudante E35 define os conjuntos correspondentes aos acontecimentos “obter um
nimero inferior 4” e “obter um niimero superior a 3”, na experiéncia de lancamento de um
dado, e constata que sdo acontecimentos complementares. Sem dar qualquer outra explicacao,
conclui que os acontecimentos ndo sdo disjuntos e, portanto, da a resposta incorreta.

Por ultimo, a “Justificac¢do irrelevante” levou os estudantes a responderem de forma
correta (3) ou incorreta (1).

Item c). A justificacdo “Alusdo a relacdo entre acontecimentos” conduziu a respostas
corretas (2) e incorretas (9). No caso das respostas corretas, os estudantes limitam-se a afirmar
a falsidade da afirmaciio, e no caso das respostas incorretas observam que A=Be B =A e
concluem que os acontecimentos sdo disjuntos. Na Figura 6 regista-se um exemplo deste tipo

de justificagdo.
. _________________________________________________________________________________________________________________________________________________________
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Figura 6 — Resolu¢do do item c) pelo estudante E13
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Fonte: elaboragdo dos estudantes.

O estudante E13, sem o declarar, atribui aos acontecimentos A e B propriedades de
acontecimentos complementares e conclui que os contrarios desses acontecimentos sao
disjuntos. Assim, ao ndo considerar acontecimentos disjuntos (ndo complementares), ele obtém
a resposta incorreta.

J& na justificagdo “Recorrer a diagrama(s) de Venn”, todos os estudantes (7)
responderam corretamente. Na justificacdo “Recorrer a um exemplo”, responderam de forma
correta (1) ou incorreta (2), dependendo do facto de definirem dois acontecimentos disjuntos
(n3o complementares) ou complementares na experiéncia de langamento de um dado,

respetivamente. Na Figura 7 regista-se um exemplo deste tltimo tipo de justificacao.

Figura 7 — Resolu¢do do item c) pelo estudante E12
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Fonte: elaboragdo dos estudantes.

O estudante E12, sem o declarar, considera os acontecimentos “obter face impar” e
“obter face para”, na experiéncia de langamento de um dado, determina os acontecimentos
contrarios e conclui que eles sdo disjuntos. Tal como o estudante E13 (ver Figura 6), ao nao
considerar acontecimentos disjuntos (ndo complementares), ele chega a resposta incorreta,
sendo que este estudante recorreu a ume exemplo concreto e aquele usou um exemplo genérico.

Finalmente, a “Justificagdo irrelevante” conduziu os estudantes a responderem de forma
correta (1) ou incorreta (5).

Item d). Na justificacdo “Alusdo a definicdo de acontecimentos”, os estudantes (2)
definirem incorretamente acontecimentos complementares, o que os levou a responder também
incorretamente, enquanto na justificagdo “Alusdo a relacdo entre acontecimentos”, o0s

estudantes (5) afirmaram que A = B e B = A e responderam corretamente. J4 na justificacio
. _________________________________________________________________________________________________________________________________________________________
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“Recorrer a diagrama(s) de Venn”, os estudantes responderam corretamente (5) e
incorretamente (1), consoante consideraram acontecimentos complementares e disjuntos (ndo

complementares), respetivamente. Na Figura 8 exemplifica-se uma justifica¢do desse tipo.

Figura 8 — Resolu¢do do item d) pelo estudante E23
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Fonte: elaboragdo dos estudantes.

O estudante E23 representa os acontecimentos complementares A ¢ B e os
acontecimentos A e B em diagramas de Venn separados, assume implicitamente que A=B e
B = A e conclui que os acontecimentos A e B também sio complementares.

Na justificacdo “Recorrer a um exemplo” os estudantes, a partir da experiéncia de
langamento de um dado, obtém a resposta correta (2) e a resposta incorreta (1), consoante
definem acontecimentos complementares e disjuntos (ndo complementares), respetivamente.

Na Figura 9 mostra-se um exemplo deste tipo de justificacao.

Figura 9 — Resolu¢do do item d) pelo estudante E8
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Fonte: elaboragdo dos estudantes.

O estudante E8 define os acontecimentos “obter uma face par” e “obter uma face impar,
na experiéncia de lancamento de um dado, de seguida define os acontecimentos contrarios e
conclui que eles também sdo complementares. Deste modo, o estudante obtém a resposta

correta.
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Por ultimo, a “Justificagdo irrelevante” conduziu os estudantes a resposta correta (6) ou
incorreta (4).

Finalmente, em todos os quatro itens verifica-se uma elevada percentagem de estudantes
que nado apresentaram qualquer justifica¢do, variando essa percentagem entre 22% (minimo) e
32% (maximo). Comparativamente com qualquer tipo de justificacdo, na globalidade dos

quatro itens, foi maior a percentagem de estudantes que omitiram a justificacao.

DISCUSSAO

Em termos dos tipos de resposta, verificou-se que em cada item, em média, se obteve
uma percentagem de 53% de respostas corretas, de 46% de respostas incorretas e 1% de nao
respostas. Portanto, podemos dizer que o desempenho dos estudantes foi razodvel porque mais
de metade respondeu corretamente. De entre os quatro itens, os estudantes tiveram mais
dificuldades em reconhecer que sendo disjuntos dois acontecimentos, os seus contrarios podem
ndo ser disjuntos (item c), e tiveram menos dificuldades em reconhecer que sendo dois
acontecimentos complementares, os seus contrarios também sdo complementares (item d). No
item d), o facto de cada acontecimento contrario coincidir com um dos acontecimentos dados,
podera explicar o melhor desempenho dos estudantes neste item, enquanto no item c) isso pode
nao acontecer.

Outra possivel explicacdo para o diferente desempenho nos itens c¢) e d) pode ter origem
na crenga dos estudantes de que dois acontecimentos € os seus contrarios sdo acontecimentos
do mesmo tipo, isto €, ambos disjuntos ou ambos complementares. Em consequéncia, tal como
aconteceu, no item c), porque a crenca ndo ¢ valida, a maioria dos estudantes deu a resposta
incorreta, enquanto no item d), porque a crenca ¢ valida, a maioria dos estudantes deu a resposta
correta.

J4 as justificacdes das respostas sdo mais problematicas, destacando-se a “Justificacio
irrelevante” e “Sem justificagdo”, com uma média, por item, de 17% e 28%, respetivamente.
Assim, perfazendo, em média, um total de 45% por item, constata-se que pouco menos de
metade dos estudantes apresentaram justificagdes sem relacdo com o que se pretendia,
incompreensiveis ou ndo apresentaram qualquer justificacdo. No caso das respostas corretas,

verificou-se que em cada item, em média, 21% dessas respostas estdo associadas a justificagdes
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irrelevantes ou sem justificagdo. Além disso, excluindo a “Justificacdo irrelevante”, os restantes
tipos de justificacdo, que foram usados, em média, em 54% dos casos por item, muitos
apresentam limitacdes quer em relagdo as defini¢des e relagcdes dos acontecimentos, quer em
relacdo a prova baseada num exemplo ou em diagrama(s) de Venn. Sobretudo, a justificacao
com base num exemplo ¢ problematica porque ndo permite validar uma propriedade genérica a
partir de um exemplo especifico.

Considerando os estudos revistos anteriormente, no ambito do contexto tedrico, conclui-
se que os participantes foram mais sucedidos na tipologia dos acontecimentos certos, possiveis
e impossiveis (FERNANDES; BARROS, 2005; FERNANDES, 2000; FISCHBEIN; NELLO;
MARINO., 1991), tanto na vertente de classificagdo como de formulacdo, do que na tipologia
de acontecimentos disjuntos, complementares ¢ independentes, seja na vertente de definir os
acontecimentos (FERNANDES; BARROS, 2021), seja na vertente de relacionar
acontecimentos disjuntos e complementares, como aconteceu no presente estudo. Tal com neste
estudo, também Fernandes (2018) constatou que os futuros professores dos primeiros anos
consideraram como sendo incompativeis acontecimentos nao disjuntos.

Restringindo o estudo aos acontecimentos disjuntos e complementares, verificou-se que
os futuros professores dos primeiros anos tiveram um melhor desempenho nos primeiros do
que nos segundos, seja na classificacdo, definicdo ou exemplificacdo dos acontecimentos
(FERNANDES, 2022, in press). Ja nas relacdes envolvendo acontecimentos disjuntos e
complementares, conclui-se que o desempenho dos futuros professores dos primeiros anos ¢
analogo aquele que se verificou no estudo dos acontecimentos complementares.

Por outro lado, a exploragdo da tipologia de acontecimentos disjuntos e complementares
bem com das suas relagdes envolvem também aspetos logicos, designadamente a operagao de
implicagdo ou inclusdo (os acontecimentos complementares sdo disjuntos) e de negacdo (o
complementar de um acontecimento). No estudo de Fernandes (2018), futuros professores dos
primeiros anos sentiram muitas dificuldades em responder corretamente a trés itens envolvendo
0s conetivos e e ou e a probabilidade condicional, tendo-se obtido por item, em média, 26,8%

de respostas corretas.
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CONCLUSOES

A metodologia de pesquisa neste estudo permitiu analisar as producdes realizadas pelos
estudantes diante de um problema de Probabilidades. Especificamente, nesta pesquisa, o objeto
estudado refere-se a relagdes envolvendo acontecimentos disjuntos e complementares, em que
se solicita aos estudantes provas da verdade ou falsidade dessas relagdes.

O presente estudo mostra que um desempenho razodvel dos estudantes na escolha da
resposta correta, do tipo verdadeiro ou falso, ndo ¢ necessariamente acompanhado por
justificacdes adequadas, pois, em cada item, em média, quase metade dos estudantes
apresentaram justificagdes irrelevantes ou ndo apresentaram qualquer justificagao.

Ora, este resultado implica que seja dada maior atencdo, na formacdo destes futuros
professores, a formulacdo de justificacdes adequadas. Mesmo ndo se tratando de argumentos
formais, ¢ necessario que esses argumentos, embora de natureza mais informal, justifiquem
cabalmente a verdade ou falsidade das proposi¢des e propriedades.

Ademais, com base em estudos realizados por D'Amelio (2004, 2009), D’Amelio e
Diblasi (2006), Fernandes (2022, in press) e Oliveira Junior, Carvalho e Sato (2022), em que
participaram estudantes do ensino superior argentinos, portugueses ¢ brasileiros,
respetivamente, consideramos que os resultados obtidos nesses estudos sdo aderentes ao que o
presente estudo indica, ou seja, que se tém evidenciado dificuldades e confusdes nos conceitos
de acontecimentos disjuntos e complementares. Portanto, a falta de uma base teérica adequada
para explorar esses conceitos deve ser colmatada através de um planeamento adequado que se
ajuste aos objetivos dos cursos introdutorios de Probabilidades e Estatistica.

Mais concretamente, a exploracdo das relagdes entre acontecimentos disjuntos e
complementares, tal como aconteceu no presente estudo, certamente contribuira para que os
estudantes elaborem uma adequada caracterizagdo destes tipos de acontecimentos. No estudo
dessas relagdes entre os acontecimentos revela-se quais atributos se verificam e quais falham,
além de que o estudo das relagdes entre conceitos se assume como aprendizagem significativa

(AUSUBEL; NOVAK; HANESIAN, 1980; SKEMP, 1993).
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