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Resumo

Este artigo apresenta um estudo sobre a produgdo de significados para a no¢do de base em
Algebra Linear, para espagos vetoriais de dimensao finita, a partir da leitura de livros-texto. A
questdo que orientou nossa investigagdo foi: que significados matematicos podem ser
produzidos por um leitor para a nogdo de base a partir da leitura de livros-texto de Algebra
Linear? A base tedrica que fundamentou o estudo foi o0 Modelo dos Campos Semanticos. Nesse
contexto nossos informantes foram autores de livros com formagdo em Matemadtica. A leitura
das obras permitiu identificar os diferentes significados matematicos que podem ser produzidos
para a nogao de base.

Palavras-chave: Educacdo Matemadtica, Producdo de significados, Ensino e aprendizagem,
Algebra Linear.

The production of meanings for the notion of base from the reading of
textbooks of Linear Algebra

Abstract

This article presents a study on meaning production for the notion of Linear Algebra base. Our
focus is on vector spaces with finite dimension as showed in textbooks. Our investigation
question was: what mathematical meanings could be produced by a reader, of a textbook for
Linear Algebra, to base for vector spaces? The theoretical foundation was the Model of
Semantic Fields. Within this context our informants were book authors with mathematical
backgrounf. It lead us to identify different mathematical meanings that could and can be
produced for the base notion.

Keywords: Mathematics Education; Meaning Production, Teaching and Learning, Linear
Algebra.
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Introduciao

No processo de transi¢do da Algebra Linear do campo de produgio cientifica
para a sala de aula, os livros tiveram um papel importante na divulgac¢do da nova teoria.
Principalmente na fase final de elabora¢do e popularizacdo da teoria axiomadtica dos
espacos vetoriais pois eles possibilitaram a organizacdo das produgdes cientificas da
época. Podemos citar, por exemplo, a obra intitulada Modern Algebra, de Van Der
Waerden, cuja primeira edi¢ao foi publicada em 1931. Segundo Dorier (1990) essa
obra foi um passo a mais no esclarecimento das teorias algébricas da época e marcou,
em particular, um progresso decisivo nos dominios da Algebra Linear e na linearizagio
da Algebra. (cf. Dorier, 1990, p.78)

Nos dias atuais, o ensino desta teoria no meio académico faz uso do grande
numero de livros disponiveis aos estudantes das mais diferentes areas de conhecimento.
Considerando este fato, pareceu-nos oportuno investigar o que pode ser dito sobre o
objeto base, em um espaco vetorial de dimensao finita, a partir dessas obras.

Este artigo discute possiveis produgdes de significados para a nocdo de base
quando um leitor se propde a falar desse objeto a partir da leitura de livros-textos de
Algebra Linear. Nossa analise pretende sugerir que dependendo da leitura que as
pessoas fazem do que o autor do livro escreve; diferentes significados matematicos
podem ser produzidos pelo sujeito que se constitui em um leitor e que podem nao ser
aqueles presentes nas expectativas do autor quando escreveu sobre o tema.

Porém, o ponto central do artigo ¢ a nossa sugestdo de que modos distintos de
falar sobre base de um espaco vetorial de dimensdo finita, implica, em diferentes
produgdes de significados e, como consequéncia, diferentes conhecimentos sendo
produzidos. Possivelmente esta consideragdo vai numa direcao diferente da perspectiva
de um matematico que poderia dizer se tratar apenas de defini¢des equivalentes para o
objeto base. O que também em termos de produgdo de significados ¢ legitimo dizer.
Porém, nosso interesse aqui vai em outra direcao.

Entendemos que elucidar esses significados que podem partir da enunciagdo das
pessoas e que muitas vezes, sdo entendidos com equivalentes pelo “expert” tem um
papel importante para orientar os processos de ensino e aprendizagem de estudantes

Iniciantes no assunto.
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Vale observar, que, neste momento, ndo estaremos interessados nos significados
ndo matematicos que poderiam ser produzidos para base. Estudos considerando
significados ndo matematicos para base e para outras nogdes da Algebra Linear podem
ser encontrados em Silva (1997, 2013), Oliveira (2002), Jalio (2007), Alves (2013) ¢
Almeida (2013).

Assim, a questdo que orientou nossa investigagdo foi: que significados
matematicos podem ser produzidos por um leitor para a nocao de base a partir da leitura
de livros-texto de Algebra Linear? A base tedrica que sustentard esta questio sera

apresentada na se¢ao seguinte.

O Referencial Teorico e a Metodologia de Pesquisa

O lugar de onde partird nossa andlise e reflexdes nesta pesquisa sdo o0s
pressupostos presentes no Modelo dos Campos Semanticos proposto por Lins (por
exemplo, LINS, 1999), um modelo epistemoldgico que em seu processo de construcdo

partiu da seguinte formula¢ao de conhecimento:

Conhecimento ¢ entendido como uma crenca — algo que o sujeito
acredita e expressa e que caracteriza-se portanto como uma afirmacao
— junto com o que o sujeito considera ser uma justifica¢do para sua
crenga —afirmacdo. (LINS, 1993, p.86)

A extensao dessa concepgdo pode ser evidenciada nas suas proprias palavras:

Indicamos, desta forma, que conhecimento ¢ algo do dominio da
enunciagdo — e que, portanto, todo conhecimento tem um sujeito — e
ndo do dominio do enunciado; podemos também expressar esse fato
dizendo que conhecimento ¢ do dominio da fala, e ndo do texto. Desde
este ponto de vista, a Matematica ¢ um texto, ¢ ndo conhecimento,
tem-se conhecimento apenas na medida em que as pessoas se dispde a
enunciar este texto. A um conhecimento que fala a partir desse texto —
a Matematica — chamaremos, naturalmente de conhecimento
matematico. (LINS, 1994, p.29).

Esta consideragdo, ficard ainda mais clara, quando discutirmos o processo
comunicativo logo a seguir. Porém, nos interessa realcar o fato de que segundo esta

concepg¢do nao ha, por exemplo, conhecimento em um livro de Algebra Linear. Para o
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MCS ali s6 existe — dito de uma maneira enfatica na tentativa de elucidar a perspectiva
— rabiscos a tinta em folhas de papel.

Na diregdo de nosso propdsito, elucidaremos agora, as concepgdes de
significado e producdo de significados, que orientardo nossas argumentagdes. O termo
producdo de significados deve ser entendido no sentido proposto por Lins (2012) em
que o significado de um objeto serd entendido como aquilo que o sujeito pode e
efetivamente diz sobre um objeto no interior de uma atividade'. Como consequéncia,
dizer que um sujeito produziu significados ¢ dizer que ele produziu a¢des enunciativas a
respeito de um objeto no interior de uma atividade.

Assim, produzir significados ndo se refere a tudo o que numa dada situagdo o
sujeito poderia ou deveria dizer de um objeto, mas sim o que ele efetivamente diz sobre
aquele objeto no interior daquela atividade. E, como parte da produgao de significados
acontece a producdo de conhecimento, no processo de produzir justificagdes para a
enunciagdo de crengas-afirmagdes.

Outra nogdo central para a nossa discussdo se refere ao nosso entendimento
sobre o processo comunicativo. Este processo foi desenvolvido por Lins (1999) a partir
de sua discordancia com duas posi¢des opostas: uma que assume a possibilidade de uma
comunicagdo efetiva, no sentido de uma transmissdo de uma mensagem do emissor ao
receptor; outra que ¢ a posi¢do assumida por Jaques Derrida ao afirmar que o fato de
conseguirmos nos comunicar ¢ um acidente, sendo a norma a ndo comunicabilidade. (cf.
DERRIDA, 1991)

Divergindo dessas posi¢des, Lins formula uma nova proposta para o processo
comunicativo cujos elementos constitutivos sdo: autor, texto e leitor. O autor ¢ aquele
que, no processo, produz a enunciacdo. O leitor ¢ aquele que, no processo, se propde a
produzir significados para o residuo das enuncia¢des do autor. Ja o texto ¢ entendido
como qualquer residuo de enunciagdo para o qual o leitor produz algum significado.

Sobre o que vem a ser um texto, Lins (2001) esclarece:

Por um texto [...] entenderei ndo somente o texto escrito — como em
Ecriture, de Derrida (1991), mas qualquer residuo de uma enunciacao:
sons (residuos de elocuc¢do), desenhos e diagramas, gestos e todos os

! Designamos pelo termo atividade “os processos que sdo psicologicamente determinados pelo fato de
aquilo para que tendem no seu conjunto (o seu objeto) coincidir sempre com o elemento objetivo que
incita o sujeito a uma dada atividade, isto ¢, com o motivo” (LEONTIEV, 1978, p.315).
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sinais do corpo. O que faz do texto o que ele ¢, ¢ a crenga do leitor que
ele ¢, de fato, residuo de uma enuncia¢do, ou seja, um texto ¢
delimitado pelo leitor; além disso, ele ¢ sempre delimitado no
contexto de uma demanda de que algum significado seja produzido
para ele. (LINS, 2001, p.59)

Olhemos para o processo de comunicacdo, inicialmente, pela perspectiva do

autor:

Quando o autor fala, ele sempre fala para alguém. Porém, por mais
que um autor esteja diante de uma platéia, este alguém ndo
corresponde a individuos, pessoas nessa platéia e, sim, ao leitor que o
autor constitui: € para este ‘um leitor’ que ‘o autor’ fala (LINS, 1999,

p.81).

A este “um leitor” chamaremos de interlocutor. O interlocutor deve ser
identificado como sendo uma dire¢do na qual o autor fala e ndo com pessoas, com
“rostos” com quem falamos, mas com modos de produzir significados.

Por outro lado, na perspectiva do leitor, ele “sempre constitui um autor, e ¢ em
relacdo ao que este ‘um autor’ diria que o leitor produz significado para o residuo de
enunciagdo € que neste momento se constitui (ou transforma) em texto”. (LINS, 1999,
p.82)

Sobre o leitor, Lins observa: “¢ apenas na medida em que o leitor fala, isto &,
produz significados para o texto, colocando-se na posi¢do de autor, que ele se constitui
como leitor”. (LINS, 1999, p.82)

Considerando esta perspectiva, os livros que analisaremos aqui serdo
considerados residuos de enunciagdo para o qual um leitor produzira significados para o
objeto base.

Na andlise da producao de significados de sujeitos, a partir do MCS, nosso olhar
como leitores se dirige a observar alguns elementos® constitutivos da produgdo de
significados. Neste estudo, em particular, observaremos os objetos, as estipulacdes
locais, os nucleos, as operagdes e suas logicas.

Assim, nesse processo observamos, por exemplo, quais objetos estdo sendo

constituidos pelo sujeito; isto €, as coisas sobre as quais ele sabe dizer algo e diz — o que

? Para aprofundar este tema veja Silva (2013)
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nos permite observar tanto os novos objetos que estdo sendo constituidos quanto os
significados produzidos para esses objetos.

Além disso, no processo de producdo de significados, existem algumas
afirmagdes que a pessoa faz e que, tomando-as como absolutamente validas, ndo sente
necessidade de justifica-las. A essas crengas-afirmagdes, chamaremos de estipulagdes
locais. E ao conjunto de estipulagdes locais constituidas no interior de uma atividade

denominamos ntcleo. Nesta dire¢do, Lins (1997) comenta:

Os elementos de um nucleo funcionam como estipulagdes locais:
localmente sdo “verdades absolutas”, coisas que assumimos sem que
haja a necessidade de uma infinita cadeia regressiva de justificacdes.
O que ¢ importante e revelador é que esse “localmente” se refere ao
interior de uma atividade, ¢ que no processo dessa atividade esse
nucleo pode se alterar pela incorporagdo de novas estipulacdes
(elementos) ou pelo abandono de algumas estipulacdes até ali
assumidas. (LINS, 1997, p.194)

Assim, nosso olhar se dirige também a formac¢do de um nucleo: um processo que
envolve as estipulacdes locais, as operagdes e sua logica. Na observacdo dos nucleos,
numa dada atividade, podemos identificar a maneira de operar dos sujeitos, bem como a
logica das operagdes ligadas ao processo de producdo de significados para um texto.
Segundo Lins e Gimenez (1997, p.114), “toda operagdo ¢ realizada segundo uma
logica”, e € essencial a investigacdo dessas logicas se queremos entender aqueles que
produzem significados. Nesse contexto, as operacdes dizem respeito ao que o sujeito faz
com os objetos e a logica € o que garante que ele pode fazer.

Esta pesquisa caracterizou-se como uma abordagem qualitativa de investigacao
no sentido proposto por Bogdan e Biklen (2013). O estudo se desenvolveu a partir de
uma revisio bibliografica em que foram analisados livros de Algebra Linear. Assim
nossos informantes foram matematicos que se encontravam na posicao de autores.

A selegdo dos livros foi feita considerando aqueles, entre os varios analisados,
que permitisse a partir da leitura do encaminhamento dado pelo autor para chegar a
defini¢do de base, identificar diferentes modos de produgdo de significados para este
objeto. Seguindo esta proposta, os livros selecionados foram: Birkhoff e Maclane
(1980), Boldrini e outros (1986), Carvalho (1979), Gongalves (1978), Halmos (1978) e
Steinbruch e Winterle (1987).
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Textos matematicos e a nocao de base

Nesta se¢do procuramos responder a seguinte pergunta: que frases podem ser
geradas para a no¢do de base de um espacgo vetorial de dimensdo finita, a partir da
leitura de livros-texto? Para maior clareza e fidelidade das ideias reproduziremos as
partes centrais desses textos matematicos que nos levardo a tais frases.

Uma andlise inicial das obras selecionadas evidenciou que todos os autores
partiram da definicdo axiomatica de espagos vetoriais, seguida da definicdo de
subespagos vetoriais para chegar a nocao de base. Sendo assim, comegaremos nossa
analise e descricdo pela definicdo de combinacgio linear.

O primeiro livro analisado foi Gongalves (1978) em que a definicdo de

combinagdo linear ¢ dada nos seguintes termos:

Um vetor x € dito combinacdo linear dos vetores Xi, Xj, ... , X, em
V(K)3 se existirem escalares ¢y, ¢y, ... , ¢, em K, tais que x = ¢; x; +
CyXot ... t ¢y Xp. (GONCALVES, 1978, p.70)

Em seguida ele apresenta a definicdo de gera¢dao de um espaco vetorial, a saber:

Dizemos que o conjunto de vetores {Xi, X, ... , Xo} em V (K) gera um
espago vetorial V (K) se todo vetor em V (K) puder ser escrito como
combinacdo linear do conjunto { X, Xz, ... , X, }. (GONCALVES,
1978, p.70)

Na sequéncia, ele introduz dependéncia e independéncia linear nos seguintes

termos:

Sejam {xi, X, ... , X,} vetores do espago vetorial V (K). Consideremos
a equagdo vetorial (*) ¢; x; + ¢, X + ... T ¢, X, = 0 Tal equacdo
admite , pelo menos, a solugdo trivialc; =c, =...=¢c,=0.

Ele entdo apresenta a defini¢do:

Se a tinica solugdo da equagdo (*) for a solucdo trivial dizemos que o
conjunto {xi, X, ... , X5} € linearmente independente. Se a equacao (*)

? V(K) representa um espaco vetorial V sobre o corpo K.
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admitir solugdes ndo triviais dizemos que o conjunto {Xi, Xa, ... , Xp} €
linearmente dependente. (IBID, p.74)

Dai, o autor relaciona as nog¢des de geragdo e independéncia linear para motivar

a defini¢do de base a partir do seguinte comentario:

Os conjuntos de vetores {(1,0), (0,1)} e {(1,2), (2,1), (3,3)} sdo ambos
geradores de IR”. Tais conjuntos sio distintos em natureza e em
numero de elementos. Observe que o primeiro conjunto de geradores ¢
linearmente independente e o segundo ¢ linearmente dependente. Os
conjuntos geradores de um dado espaco vetorial V(K) que sdo
linearmente independentes, sdo da maior importancia no estudo da
algebra linear e recebem um nome especial. (IBID, p.79)

Ele entdo da a definigao:

Uma base de um espago vetorial ¢ um conjunto ordenado de vetores
do espago, tais que: 1) sdo linearmente independentes, 2) geram o
espago vetorial.* (IBID, p.79)

A partir da leitura desse texto geramos a seguinte frase para base:

- Base de um espaco vetorial ¢ um conjunto ordenado de
vetores que possui as propriedades de gerar o espaco e ser
linearmente independente.

Por sua vez, Birkhoff e Maclane (1980) apresentam a defini¢do usual de base da
seguinte maneira:
Uma base de um espago vetorial € um subconjunto linearmente

independente que gera todo o espaco. (BIRKHOFF ¢ MACLANE,
1980, p. 178)

Note que eles ndo se preocupam no momento da definicdo em impor que base

seja ordenada. A seguir eles enunciam o seguinte teorema:

Qualquer conjunto independente de elementos de um espacgo vetorial
V de dimensao finita ¢ parte de uma base. (BIRKHOFF e
MACLANE, 1980, p.178)

* Referiremos a essa definigdo, pela frequéncia com que aparece nos livros-texto, como definigao usual de
base.
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A partir desse resultado eles retiram o corolario:

Para que n vetores xi, X, ... , X, de um espago vetorial n-
dimensional forme uma base, ¢ suficiente que eles gerem V ou que
sejam linearmente independentes. (BIRKHOFF e MACLANE, 1980,
p.179)

Este corolario garante que conhecendo-se a dimensdo do espago vetorial serd
suficiente verificar apenas uma das condi¢cdes da defini¢do usual de base, sendo a
outra condi¢do automaticamente valida. Essa ¢ uma outra caracterizacdo de base a partir
da nocao algébrica de dimensao. Sob a 6tica do MCS, a justificagdo que inclui a no¢do
de dimensdo como estipulacdo local de um sujeito que se propde a falar de base, a partir
desse texto, caracteriza um conhecimento diferente daquele que fala a partir da
definicdo usual. Entdo, a partir do coroldrio podemos gerar duas novas frases que

motivam significados distintos para base, a saber:

- Uma base é um conjunto de vetores linearmente
independente de um espaco vetorial tal que o numero de

vetores desse conjunto ¢ igual a dimensao do espaco.

E,

- Uma base de um espaco vetorial ¢ um conjunto de vetores
geradores do espaco tal que o numero de vetores desse

conjunto ¢ igual a dimensio do espacgo.

Na continuag¢do, Birkhoff e Maclane apresentam o seguinte texto:

O significado real de uma base estd no fato de que os vetores de
qualquer base de F" podem ser considerados como os vetores unitarios
do espago, sob um sistema de coordenadas convenientemente
escolhido. (BIRKHOFF e MACLANE, 1980, p. 193)
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A afirmacio realca a estreita ligagcdo existente entre a nocao de base e a de um
sistema de coordenadas. Essa associagdo também ¢ sugerida na defini¢do proposta por

Halmos (1978), a saber:

Uma base (linear) (ou um sistema de coordenadas) em um espago
vetorial V ¢ um conjunto X de vetores independentes tal que todo
vetor em V € combinagdo linear de elementos de X. (HALMOS, 1978,

p.19)

Na sequéncia Birkhoff e Maclane caminham na direcdo de mostrar que espagos
vetoriais de dimensdo finita n sdo isomorfos a F". Em linhas gerais, eles partem do

seguinte teorema:

Um conjunto de vetores {vi, vz, ... , V4 € uma base de um espaco
vetorial V se, somente se, todo vetor de V puder ser escrito, de
maneira unica, como combinagdo linear de vy, v, ..., vo. (BIRKHOFF
e MACLANE, 1980, p.193)

A demonstragdo deste teorema permite observar o papel das noc¢des de geracdo e
independéncia linear na constitui¢do do objeto matematico base. Pode-se constatar que a
noc¢do de geragdo tem o papel de garantir que para todo v € V existe uma representagao
do vetor como combinagdo linear dos vetores basicos e a independéncia linear garantira,
por sua vez, que esta representacdo ¢ Unica. Assim, na nocao de base, pode-se dizer que
enquanto a no¢do de geracdo estd associada a existéncia de uma representagdo tal que
todo vetor do espaco pode ser escrito como combinagdo linear dos vetores da base, a
independéncia linear est4 associada a unicidade dessa decomposicao.

Dali eles enunciam o teorema do isomorfismo:

Qualquer espaco vetorial de dimensdo finita sobre um corpo F ¢
isomorfo a um e somente um espago F". (BIRKHOFF ¢ MACLANE,
1980, p. 194)

Porém, a associagdo proposta em Birkhoff e Maclane e também por Halmos abre
a perspectiva de que alguém venha a produzir significados que poderiamos chamar de
“geométricos” para base. Isto ¢, uma leitura que sugere pensar em base como um
sistema de coordenadas se baseia no fato de que se p= { vi, vz, ..., vo } € uma base de

um espago vetorial F", esses vetores basicos formam um sistema de coordenadas de F" e
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os subespacos de F" gerados por cada um dos v; sdo os eixos coordenados do dado
sistema de coordenadas. Desse modo, uma base é um sistema de coordenadas e a
unicidade da representagdo de um vetor, como combinagdo linear de vetores basicos,
nada mais ¢ que a “decomposi¢do” do vetor em suas coordenadas ao longo de véarios
eixos coordenados. Nessa linha de raciocinio o teorema apresentado acima poderia ser
reformulado da seguinte maneira: As coordenadas de um vetor s3o determinadas de
modo unico pelo sistema de coordenadas. Isto nos leva a produzir uma outra frase para

base, a saber:

- Uma base ¢ um sistema de coordenadas.

Um outro encaminhamento pode ser identificado em Carvalho (1979). Apos as
definicdes de combinagdo linear, subespacos gerados, dependéncia e independéncia

linear, ele apresenta a seguinte defini¢do:

Um conjunto finito S= {vy, vz, ... , v,y onde v, € V,i=0,1,..,n¢é
linearmente independente maximal se:

1) os vetores vy, vy, ..., v, sdo linearmente independentes;

2) qualquer que seja o vetor v € V , os vetores vy, Va, ... , Vp, , V S30

linearmente dependentes. (CARVALHO, 1979, p. 23-4)

Ele entdo define espaco vetorial de dimensao finita:

Um espago vetorial V sobre um corpo K é de DIMENSAO FINITA se
existe um inteiro positivo N tal que N vetores quaisquer do espaco sao
linearmente dependentes. (CARVALHO, 1979, p. 24)

Em seguida ele enuncia o lema:

Em um espago vetorial V de dimensdo finita existem conjuntos
linearmente independentes maximais. (CARVALHO, 1979, p.25)

Esse lema da condigdes para que o autor apresente a seguinte definicao de base:
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Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Os vetores vy, v, ... , Vy
formam uma base finita para V sobre K se o conjunto { vy, vy, ..., vy }
¢ linearmente independente maximal. Ou seja,, base finita ¢ outra
denominagdo para um conjunto linearmente independente maximal.
(CARVALHO, 1979, p.25)

A leitura do texto produzido por Carvalho nos induz a gerar a seguinte frase para
base:

- Uma base de um espaco vetorial V é um conjunto
linearmente independente maximal.

Por outro lado, a leitura de Steinbruch ¢ Winterle (1987) indicou-nos uma
sequéncia de apresentagdo do conteudo bastante proxima daquela proposta por outros
autores e autoras, por exemplo, Gongalves (1978) e Boldrini e outros (1986). Porém,
chamou-nos a aten¢do a énfase dada a nocdo de geracdo em relagdo aos autores
mencionados. Steinbruch e Winterle reservam um paragrafo para discutir a idéia de
subespagos gerados e outro para definir espagos finitamente gerado. Existe também um
detalhamento das nogdes de dependéncia e independéncia linear.

Passaremos, agora, a analisar o projeto desses autores para chegar a defini¢ao de
base, segundo nossa perspectiva.

Apds a caracterizagdo de subespagos gerados eles apresentam algumas
propriedades dos conjuntos geradores que vao culminar na defini¢ao de base.

Por simplicidade considere o exemplo: Seja o espago vetorial V = IR?. Considere
os seguintes conjuntos geradores deste espaco: {(1,0),(0,1)} , {(1,0),(0,1),(2,3)} e
{(1,0),(0,1), (2,3),(0,0)}. Temos que:

IR? = [(1,0), (0,1)] = [(1,0), (0,1),(2,3)] = (1,0), (0,1), (2,3), (0,0)].

Note que podemos afirmar que [(1,0), (0,1)] = [(1,0), (0,1), w] desde que w seja

combinagdo linear de (1,0) e (0,1). Pois assim todo vetor u que for combinacdo linear de

(1,0), (0,1) e w, também sera combinacao linear de (1,0) e (0,1).

Eles provam este resultado para o caso geral: “Dados n vetores vy, v, ..., v, de
um espago vetorial V,sewe V étalw=a; v+ a,vo + ... +a,v, entdo: [vy, .., v,, W] =
[Vi, ... , va] , pois todo vetor v que ¢ combinacdo linear de vy, ... , v,”, w ¢ também

combinagdo linear de vy, ..., vy,” (STEINBRUCH e WINTERLE, 1987, p.46)
Dai segue o seguinte comentario:
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Assim, sendo S um subespago gerado por um conjunto A, ao
acrescentarmos vetores de S a esse conjunto A, Os novos conjuntos
continuardo gerando o mesmo subespago S. Esse fato faz entender que
um determinado subespago S pode ser gerado por uma infinidade de
vetores, porém existe um nimero minimo de vetores para gera-lo.
(IBID, p. 47)

Eles “mostram” através de exercicios a afirmag@o acima e propde, por exemplo,
o seguinte exercicio: “Seja V = IR®. Determinar o subespago gerado pelo conjunto
A= {vy, vy} sendov,=(1,-2, 1)ev,=(2, 1, 1)”. (STEINBRUCH e¢ WINTERLE, 1987,
p-49)

A resolugio do exercicio nos dé: [vi, v2]= {(x, y, z) € IR’: x + 3y - 5z = 0}. Eles
entio comentam: “o subespago gerado pelos vetores vy, v, € IR?, ndo-colineares, é um
plano m que passa pela origem (fig.1). Se a esses dois vetores acrescentarmos v, vs , ...

vetores continuara sendo o mesmo plano x : [vy, vo] = [vi, va, v3 | = [v1, V2, V3, va] = ...

(fig.2) (vide p.70). Segue a isto a representacao grafica:

Figural Figura 2

Em seguida eles propdem e resolvem outro exemplo, andlogo ao anterior, onde o
conjunto A escolhido ¢ {(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)}; que possui a propriedade de gerar o
IR,

Considerando entdo este exemplo, Steinbruch e Winterle retornam a analise
anteriormente feita. Eles chamam a atengdo para o fato de que o IR’ pode ser gerado por

um nimero minimo de trés vetores, ndo possuindo um nimero méaximo de vetores para
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gerd-lo. Entdo observam que se o conjunto gerador possui mais de trés vetores, existirdo
ai vetores que poderdo ser excluidos sem que com isto o conjunto perca a propriedade
de se expressarem como combinagdo linear dos vetores do conjunto gerador.

Como consequéncia dessa andlise, Steinbruch e Winterle expressam novamente
o interesse por conjuntos geradores que sejam o menor possivel.

Este ¢, portanto, o elo necessario entre o conceito de geragdo e o de
independéncia linear que constituira o conceito de base. Para chegar a isto poderia ser
colocada a seguinte pergunta: Para determinar o menor conjunto gerador de um espago
vetorial qual propriedade além da geragdo do espago este conjunto devera possuir?

Portanto, por este caminho, o leitor deveria perceber que, por exemplo, enquanto
conjuntos como {(1,0), (0,1)} e {(1,0), (0,1), (2,3)} geram o mesmo espacgo vetorial, por
outro lado, eles possuem uma propriedade diferenciadora. No primeiro caso nenhum
vetor pode ser escrito como combinag¢ao linear do outro e caso um deles seja retirado do
conjunto, este perdera a propriedade de geracdo do espaco. J4 no segundo caso, temos
que (2,3) = 2(1,0) + 3(0,1) isto ¢, o vetor (2,3) é combinacdo linear de (1,0) e (0,1).
Assim, caso este vetor seja retirado do conjunto gerador, tal conjunto ndo perdera sua
propriedade de gerar o espaco. Este €, portanto, um vetor supérfluo. Além disso, este
novo conjunto gerador adquire a propriedade de que todo vetor do espago sera escrito
como combinag¢ao linear, de modo tnico, dos vetores desse conjunto.

A partir desse texto produzimos a seguinte frase:
- Uma base de um espaco vetorial V ¢ um conjunto gerador

sem vetores supérfluos ou um conjunto gerador minimal.

Assim, nossa leitura dos textos matematicos - defini¢des, teoremas, propostas de
encaminhamento do autor - nos permitiram gerar algumas frases a partir das quais
poderemos expressar os significados matematicos. O pardgrafo seguinte sera dispensado
a discussdo de como as frases propostas podem -caracterizar diferentes Campos
Semanticos, entendido como a atividade de produzir significado em relacdo a um

nucleo.

Possiveis Producdes de significados
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A fim de identificar possiveis significados que podem ser gerados a partir de
nucleos constituidos pelos significados matematicos, apresentaremos uma tarefa de sala
de aula, presente nos livros de Algebra Linear onde justificagdes sdo elaboradas por
sujeitos envolvidos na atividade de resolver o exercicio proposto pelo enunciado:

“Sejam o espago vetorial IR® e o conjunto A= {u = (1,0,0), v = (0,1,-1), w = (0,0,2)}.

Mostre que A é uma base de IR”.”

Consideremos entdo a justificagcdo dos sujeitos envolvidos nessa atividade:

Adilson’ - Queremos mostrar que o conjunto A é linearmente independente e gera o
espago vetorial IR’ . No conjunto de vetores A, u é o primeiro vetor, v é
o segundo e w é o terceiro vetor. Sabemos que um sistema homogéneo
sempre tem solugdo e que sistemas possiveis e determinados tem solu¢do
unica, que no caso do sistema linear ser homogéneo a solugdo é a nula.
Assim, se tomarmos a equagdo a(1,0,0) + b(0,1,-1) + ¢(0,0,2) = (0, 0, 0),
seremos levados a um sistema homogéneo, que escalonado nos indica
que a solugdo encontrada sera a =b = c¢ = 0, o que implica que o
conjunto A é linearmente independente. Por outro lado, tomando o vetor
genérico t = (x, y, z), representante de todos os vetores de IR’, devemos
verificar se existem escalares a,, a,, as, tal que t = aju + a,v + azw. Essa
equacdo leva a um sistema de equacgdes lineares. Todo sistema linear é
equivalente a um sistema escalonado. Assim, o sistema acima ao ser
escalonado produz um sistema equivalente escalonado e nos informa que é
possivel e determinado, o que implica que os escalares existem. Portanto, todo
vetor do espago se escreve como combinagdo linear dos vetores de A, isto é, A
gera o espago vetorial IR’. Portanto A é uma base ordenada de IR’.

A leitura da enuncia¢do de Adilson sugere a constituicdo dos seguintes objetos:
vetores, conjunto de vetores, sistema de equagdes lineares, vetor genérico, combinagao
linear, independéncia linear, geragdo de um espaco vetorial, base. Suas estipulacdes
locais sdo:

- Vetor genérico ¢ o vetor representante de todos os vetores do espago;

- Os vetores do conjunto A estdo ordenados, isto ¢, o primeiro € u; o segundo é v e 0
terceiro € w.

> A utilizagdo, neste momento, do primeiro nome dos autores dos livros analisados como sendo o nome
dos sujeitos da enunciag@o tem um duplo propdsito: primeiro, sugerir que da perspectiva do MCS, todo
conhecimento tem um sujeito e segundo, para indicar os significados que um leitor poderia produzir para
o que foi escrito por aquele autor.
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- Um sistema homogéneo ¢ sempre possivel e se possui solugdo unica, esta solugdo ¢ a
nula.

- Todo sistema ¢ equivalente a um sistema na forma escalonada;
- Sistema linear possivel e determinado possui solugdo Unica;

Portanto, o nucleo de Adilson é constituido por essas estipulagdes locais. Ele
opera com a ideia de que se um conjunto ¢ linearmente independente e gera o espago,
ele € base. A logica das operagdes diz respeito aos sistemas de equagdes lineares para
obter as informacgdes que necessita a partir da analise dos sistemas escalonados. Por
exemplo: se o sistema linear homogéneo tem solugdo tinica, o conjunto ¢ linearmente
independente. Se o sistema ndo homogéneo admite solugdo para todo x, y e z, entdo o
conjunto gera o espago vetorial.

Por outro lado, uma outra enunciagao seria:

Garret: - “O IR? é um espago vetorial. Podemos criar uma matriz “simbélica” em que
suas linhas sdo os vetores do conjunto A. Podemos efetuar as operagoes
elementares nas linhas da matriz até chegarmos a uma matriz
equivalente, na forma escalonada. Fazendo isto e escalonando a matriz,
concluimos que ele ndo possui uma linha nula na forma escalonada, logo
A é linearmente independente. A dimensdo do IR® é 3 e como A é um
conjunto com trés vetores e é linearmente independente entdo A ¢ uma
base de IR’.

A enunciagdo de Garret sugere que ele, ao falar, vai constituindo os seguintes
. . . 3 . ~ . . A . .

objetos: o espaco vetorial IR’, vetores, dimensdo, matriz, independéncia linear, base.
Suas estipulagdes locais sdo:
- E possivel criar uma matriz onde suas linhas sdo vetores do espaco.
- Uma matriz possui uma equivalente na forma escalonada.
- Uma matriz escalonada, cujas linhas sdo constituidas por vetores de um conjunto A,
em que nao ocorre uma linha de zeros, ¢ linearmente independente.

- O espago vetorial IR? tem dimensio 3.

Assim seu nucleo € constituido por estas estipulacdes locais. Ele opera com a
ideia de que uma base de um espago vetorial ¢ um conjunto linearmente independente

desse espago em que o numero de vetores ¢ igual a dimensao do espago. A logica das
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operacdes utilizada ¢ o fato de que ¢ possivel formar uma matriz simbdlica — apenas
para expediente de célculo — em que suas linhas sd3o os vetores do conjunto. Ao
escalonar a matriz, se ndo ocorrer uma linha de zeros na matriz escalonada, entdo ¢
possivel concluir que o conjunto em questdo ¢ linearmente independente.

Uma comparacdo entre a producdo de significados de Adilson e de Garret,
sugere que a suas constituicdes de objetos, seus nucleos, suas operacdes e logicas sdo
diferentes. Note que a no¢do de geragdo ndo ¢ constituida em objeto ou crenga-
afirmagdo por Garret. Isto sugere, que eles estdo operando em Campos Semanticos
diferentes.

Consideremos agora que a enuncia¢ao de Saunders para a tarefa proposta seja:

Saunders: - “Consideremos o vetor genérico t = (x, y, z), representante de todos os
vetores de IR’. Devemos verificar se existem escalares ay, a,, as, tal que t =
aju + a,v + a;w. Resolvendo a equagdo chegamos a um sistema de equagoes
lineares. Se o sistema for possivel e determinado ele possui solu¢do unica. Além
disso, devemos obter um sistema escalonado, pois todo sistema linear é
equivalente a um sistema na forma escalonada. Escalonando o sistema,
obtemos o sistema na forma escalonada cujo numero de equagdes restantes e
igual ao numero de incognitas, logo, o sistema é possivel e determinado. O que
implica que os escalares existem. Portanto, todo vetor do espago se escreve
como combinagdo linear dos vetores de A, isto é, A gera o espago vetorial IR’
e como a dimensdo do IR® é 3, A é uma base de IR’.

A producdo de significados de Saunders sugere que ele, ao falar, constitui os
. , . 3 . ~ . ~
objetos, vetor genérico, o IR’, como espaco vetorial, equagdo, sistemas de equagdes
lineares, geracdo de um espago vetorial, dimensdo, combinagdo linear, base. Suas
estipulacdes locais sdo:

- Vetor genérico ¢ o vetor representante de todos os vetores do espago;

- Sistema possivel e determinado possui solugdo unica;
- Todo sistema € equivalente a um sistema na forma escalonada;
- Sistema possivel e determinado possui solugdo unica;

- O espago vetorial IR’ tem dimensao 3.

Assim seu nucleo € constituido por estas estipulagdes locais. Saunders opera

com a ideia de que se um conjunto de trés vetores gera um espaco vetorial de dimensdo
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3, ele € uma base desse espago. A logica das operagdes ¢ utilizar sistemas de equacdes
lineares para obter as informagdes que necessita a partir da andlise dos sistemas
escalonados. Considerando, por exemplo, que se o sistema ndo homogéneo admite
solugdo para todo X, y e z, sem restricdes as variaveis, entdo o conjunto gera o espago
vetorial. Dai conhecendo a dimensdo do espago ¢ s6 contar o numero de vetores do
conjunto gerador, para concluir que ¢ uma base.

Note que, em relagdo a producdo de significados de Garret, Saunders ndo opera
com o objeto independéncia linear. Ele opera com o objeto geracdo de um espago
vetorial. Isto sugere que eles produzem significados diferentes para o objeto base.

Vejamos a gora a justificagdo de Paul para a tarefa proposta. Ele diz:

Paul: -“O IR® é o espaco tridimensional, os vetores de A nio sdo colineares nem
coplanares, eles tém direcoes diferentes. Eu tenho, entdo, trés vetores
com diregoes diferentes e cada um define um eixo coordenado. Assim, A
representa, geometricamente, um sistema de coordenadas obliquas de
IR? determinado pelos vetores u,v e w. Assim, todo vetor do IR’ pode ser
representado como combinagdo linear dos vetores de A. Entdo, A é uma
base de IR’.

A produgdo de significados de Paul, sugere que ele opera com os objetos vetores
(como segmentos orientados), o IR’ como um sistema tridimensional de eixos. Suas
estipulacdes locais sdo:
- Cada vetor de A gera um eixo coordenado;
- O IR? é 0 espago tridimensional;
- Se trés vetores ndo sdo coplanares e nem colineares, eles definem trés eixos
coordenados;
- Sistemas tridimensionais de eixos ndo sdo, necessariamente, ortogonais.
- Todo vetor do IR’ pode ser representado como combinagéo linear dos vetores de A.
Assim estas estipulacdes constituem o nucleo de Paul. Ele opera com a ideia que
uma base de IR representa um sistema de eixos coordenados. Assim, ele opera segundo
uma logica que poderia ser: se tenho trés vetores em direcdes diferentes, cada um gera
um eixo coordenado. Logo, tenho um sistema de eixos obliquos que caracterizam o
espago tridimensional. Assim, todo vetor do IR’ pode ser representado como

. ~ . . ’ ’ 3
combinacgao linear dos vetores de A, isto é, A ¢ uma base de IR".
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Por outro lado, temos a seguinte enunciacdo sobre a resolucdo da tarefa:

Jodo: - Sabemos que um sistema linear homogéneo ¢ sempre possivel. Um sistema
linear homogéneo ou tem uma unica solu¢do ou ele tem infinitas
solugoes. O conjunto A é linearmente independente pois a unica solugdo
da equacgdo vetorial homogénea au + bv + cw = 0 ¢ a lista (0,0,0). Um
conjunto linearmente independente ndo é necessariamente uma base.
Observamos que qualquer outro vetor v que for incluido no conjunto A
se escreve como combinagdo linear dos vetores de A, transformando A
em um conjunto linearmente dependente. Assim, A ¢ o maior conjunto

3 s 44 3
L.I deIR’. Isto é, A é uma base de IR".

Os significados produzidos por Jodo sugerem que ele opera com os seguintes
objetos: vetores como ternas de niimeros reais, conjunto linearmente independente e
linearmente dependente, equagdo vetorial, sistema homogéneo. Suas estipulacdes locais
sdo:

- Um sistema linear homogéneo ¢ sempre possivel.

- Um sistema homogéneo possui solu¢do tinica ou infinitas solugdes.

- Se um conjunto ¢ linearmente independente ele ndo ¢ necessariamente uma base de um

espaco vetorial.

Estas estipulagdes locais constituem o nicleo a partir de onde Jodo opera. Como
consequéncia, a operagdo ¢ identificar se o conjunto A ¢ o maior conjunto linearmente
. . 3 , - ~ . ~ .
independente do espago vetorial IR”. A logica das operacdes €: a resolugdo do sistema
linear homogéneo informa se o conjunto ¢ linearmente independente ou linearmente
dependente e se a inser¢do de novos vetores ao conjunto A o torna linearmente
dependente entdo ¢ linearmente independente maximal.

A produgdo de significados de Alfredo vai em outra dire¢do como, como

podemos observar:

Alfredo: - “Sabemos que subespacos vetoriais de IR’ podem ter dimensées 0, 1, 2 e 3.
O conjunto formado por {u = (1,0,0)} gera um subespaco vetorial de IR’
de dimensdo 1. E o conjunto {u = (1,0,0), v = (0,1, -1)} gera um
subespago vetorial de IR’, agora de dimensdo 2. Observamos que o
conjunto A = {u = (1,0,0), v = (0,1,-1), w = (0,0,2)} gera o IR’, pois todo
vetor v = (x,),z) se escreve como combinagdo linear de u, v e w. Dai
qualquer vetor que incluirmos nesse conjunto gerador, serd um vetor
superfluo, pois u, v e w ja geram o espago vetorial. Logo, A é um
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conjunto gerador com o minimo de vetores que geram o espac¢o de
) ~ , 3
dimensdo 3. A é uma base de IR’ .

A produgdo de significados de Alfredo sugere que ele, ao falar, constitui os
objetos, vetor, vetor supérfluo; IR?, como espago vetorial, equagdo, geragio de um
espaco vetorial, dimensdo, combinacado linear, base. Suas estipulagdes locais sdo:

- Subespagos vetoriais de IR® tem dimensio menor ou igual a 3;

- O conjunto formado pelo vetor u gera um subespagco vetorial de IR’ de dimensdo 1;

- O conjunto formado pelo vetor u, v gera um subespago vetorial de IR® de dimensio 2;
- Um vetor ¢ supérfluo se sua inclusdo no conjunto gerador ndo altera a gera¢do do
espaco;

Estas estipulagdes locais constituem seu nucleo. Ele opera com a ideia de que
um conjunto gerador minimal de trés vetores no espago vetorial IR’ ¢ base de IR’. A
logica das operagdes ¢é: se um conjunto de trés vetores gera um espaco vetorial de
dimensdo 3, a inser¢do de um novo vetor ao conjunto gerador, ndo altera a geragdo do
espaco, isto &, este vetor € supérfluo e, portanto, este conjunto ¢ uma base desse espago.

Uma leitura global sugere, por exemplo, que comparando as justificacdes de
Garret e Saunders a justificacdo de Adilson, vemos que aqueles incorporam ao nucleo a
nocao algébrica de dimensdo. Como ja mencionamos anteriormente, sob a otica do
MCS isso altera a producdo de significados. A no¢do de dimensdo, para esses sujeitos, €
uma estipulacdo local e, portanto, passa a constituir o nticleo.

Por outro lado, observamos a atividade de produzir significado em relagdo a um
nucleo constituido pela nocdo de conjunto linearmente independente maximal ou de
conjunto gerador minimal envolve a constituicdo de diferentes modos de produzir
significados.

Esses sdo, portanto, alguns campos semanticos onde uma pessoa pode operar a

partir dos significados matematicos.

Algumas consideracées finais

Nossa leitura dos livros nos permitiu gerar frases a partir das quais apresentamos

possiveis significados matemadticos para a nog¢do de base. Para isto, assumimos a
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posicdo de um leitor ideal que possuia o poder de ler nas entrelinhas dos textos
matematicos, interpretando teoremas e corolarios; relacionando as diversas nogdes
constitutivas da no¢do de base, que em geral se apresentam de forma dissociada nos
livros. Além disso, naquela ocasido assumimos como estipulagdes locais as nogdes que
eram apresentadas linearmente precedendo a nocdo de base e que seriam constitutivas -
do ponto de vista dos significados matematicos - da nogdo de base. Buscdvamos com
isso reproduzir a crenga de muitos professores de que colocando a disposi¢do todos os
elementos prévios que compordo a definicdo de base este objeto estaria entdo
constituido. Por exemplo, apos as defini¢des de espago vetorial, combinacdo linear,
independéncia linear e geragao todos os elementos constitutivos do objeto base estariam
a disposi¢do; logo ao acumular estas informagdes o sujeito teria condigdes de saber o
que € base.

Por outro lado, a partir desse estudo sugerimos que ha varios significados
matematicos para a no¢ao de base. Em consequéncia disso chamamos a atenc¢do para o
fato de que outros leitores podem vir a gerar outras frases para os textos matematicos
analisados e constituir novos nucleos a partir de onde operarao produzindo significados.

Reiteramos que existem pessoas que dirdo que todas as frases geradas sdo
equivalentes e, portanto, expressam um unico significado para a no¢do de base. Mas,
sob a dtica do MCS, se uma pessoa em suas justificacdes usa a nogdo algébrica de
dimensao e de gerac¢do na constituicdo da no¢do de base e outra pessoa justifica falando
de conjunto linearmente independente maximal; teremos ai justificacdes distintas
alterando a producdo de significados. Assim, para o pesquisador que fundamenta sua
analise no MCS os significados que podem ser produzidos a partir das frases geradas,
constitui-se, como sugerimos, em nucleos distintos, que caracterizam diferentes campos

semanticos.
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