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Este artigo tem como objetivo discutir os ndmeros irracionais como objeto de ensino na Educa¢io Bésica.
Iniciamos essa discussio trazendo ao leitor questoes relacionadas a construgao desse conjunto numérico ao
longo dos tempos e partimos para elencar consideragoes sobre o ensino dos irracionais sob a perspectiva
de documentos oficiais e de virios autores envolvidos com essa temdtica. Buscamos, na escrita do texto,
apresentar propostas de abordagem desses nimeros que visem a producao de significados para um nimero
irracional como um processo infinito que pode ser aproximado por um processo finito, estabelecendo assim
outras relacoes entre as tradicionais abordagens via negagdo dos niimeros racionais e via representagio

decimal.

Palavras-chave: Educacio Matemdtica. Nameros irracionais. Produ¢io de significados. Infinito.

Aproximagao.
INTRODUCAO

Numeros irracionais “sao aqueles que possuem reticéncias no final”. Assim um aluno do 1° ano do Ensino
Médio, no estudo dos conjuntos numéricos, referiu-se aos nimeros irracionais em sala de aula. Essa afirmacio
indica 0 modo como um aluno nesse nivel de ensino compreende esses niimeros, o que nos sugere ser produtivo
questionarmos sobre a abordagem dos niimeros irracionais na Educacio Bésica.

Publica¢oes na drea de Educagdo Matemdtica apresentam discussoes sobre algumas das dificuldades que
alunos da Educagao Bdsica geralmente tém na compreensio de ideias referentes aos irracionais. Distinguir um
nimero racional e um ndmero irracional passa, muitas vezes, pelo reconhecimento visual de certos padroes —
podendo, esse procedimento, levar a classificagdes equivocadas desses nimeros.

Santos (2007), em seu trabalho sobre o ensino de nimeros reais na Educagao Bdsica, apresenta alguns dos
entraves a construcio do conceito de nimero irracional. Destaca a identificagdo entre as representagdes decimais

3,1416... e T e também entre 2,7182... e ¢ (ntimero de Euler); a classificacao de 3,1416... como sendo um ntimero
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irracional; a confusdo entre ndimero e sua aproximagao,
atribuindo a ambos 0o mesmo significado; a defini¢do
de numeros irracionais como sendo somente aqueles
representados com raizes; e o desconhecimento da
existéncia de infinitos niimeros irracionais.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) de
Matemdtica para os anos finais do Ensino Fundamental
consideram de suma importincia que o ensino de
qualquer temdtica seja significativo para o aluno,
apontando que

[..] a aprendizagem em Matemdtica estd ligada a
compreensio, isto é, A atribuicdo e apreensdo de
significado; apreender o significado de um objeto

identificar
relacoes com outros objetos e acontecimentos. [...]

ou acontecimento pressupoe suas

O significado da Matemdtica para o aluno resulta
das conexdes que ele estabelece entre ela e as demais
dreas, entre ela e os Temas Transversais, entre ela e
o cotidiano e das conexdes que ele estabelece entre
os diferentes temas matemdaticos (BRASIL, 1998,
p- 57).

Pensando nessas ideias, surgem algumas
perguntas: Como podemos relacionar os niimeros
irracionais a outros objetos e acontecimentos? De que
modo os ndmeros irracionais podem ser conectados a
outras dreas, aos Temas Transversais, ao cotidiano e a
outros temas matemadticos? Isso é possivel?

Na  sequéncia, apresentaremos  algumas
consideragdes acerca dos niimeros irracionais, no que
tange ao desenvolvimento histérico desses nimeros,
bem como ao ensino e a aprendizagem dessa temdtica

no contexto escolar.

1. SOBRE NUMEROS IRRACIONAIS:
AS IDEIAS DE IRRACIONALIDADE E
INCOMENSURABILIDADE

A Matemitica desenvolvida pelos egipcios e
babilénicos se caracterizava por sua aplicabilidade

prética, isto ¢, vinculava-se as suas necessidades prdticas

do dia a dia e nio a organizagdo estrutural de uma
ciéncia. Nesta época, algumas aplicagdes prdticas
levaram estes povos a calcular aproximagées para 7.
Segundo Santos (2003, p. 1), babilonios e egipcios jd
sabiam que o perimetro do circulo poderia ser obtido
multiplicando o seu didmetro por essa constante. No
entanto, embora percebida a existéncia de uma relagio
entre o didmetro e o comprimento da circunferéncia, o
que viria a ser a irracionalidade deste nimero sé seria
estabelecido posteriormente.

J4& na Antiguidade, os gregos encaravam a
Matemitica como uma ciéncia propriamente dita, sem
se preocupar com suas aplicagdes, levando em conta
problemas relacionados com processos infinitos, movi-
mento e continuidade. A ideia de irracionalidade dos
ndmeros irracionais nos remete aos Pitagéricos, durante
o Periodo Helenistico (146 a.C. — 323 a.C.). Boyer de-
screve que, para os Pitagéricos, “a esséncia de tudo, na
geometria como nas questdes priticas e tedricas da vida
do homem, pode ser explicada em termos de arithmos,
ou das propriedades intrinsecas dos inteiros e suas
razdes” (BOYER, 2002, p. 50, grifo nosso). Tudo pode-
ria ser medido a partir de uma unidade de medida. As-
sim, dois segmentos sio comensuraveis quando “é pos-
sivel expressar a medida de um deles utilizando o outro
como unidade de medida” (MIGUEL, 2009, p. 219).

No entanto, nio se sabe exatamente de
qual circunstdncia teria surgido o problema da
incomensurabilidade. Boyer (2002) sup6e que tal fato
pode ter ocorrido pela aplica¢ao do Teorema de Pitdgoras
a um tridngulo retingulo isésceles. Se considerarmos
um quadrado de lado / e diagonal d e supusermos existir
uma unidade u tal que tanto / quanto d sejam escritos
como multiplos inteiros de #, poderemos afirmar existir
uma fracdo irredutivel = tal que d =%. 1. Sabendo
que d ¢ a diagonal de urrrlqt tridngulo retAngulo isdsceles
cujos catetos sio [, deduz-se que n ¢ um ndmero

simultaneamente par e impar. Tal absurdo ¢ obtido
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ao considerarmos que o lado [ = m -u e a diagonal

d = m-u sio comensurdveis, em outras palavras,

estamos considerando que / e d tém uma unidade de
medida comum. Logo, / e d sio incomensurdveis.

O estranhamento no caso do ndmero irracional

V2 aconteceu na tentativa de se calcular a medida da

diagonal do quadrado de lado com medida igual a 1,

que recafa sobre o problema do tridngulo retingulo

is6sceles. Sabia-se que a diagonal existia, pois era

possivel construi-la com régua e compasso; no entanto,

nao sabiam como definir e operar com esses novos

ntmeros, havia lacunas na reta racional (EVES, 1997).

H4 também grande possibilidade de a ideia de

incomensurabilidade ter sido construida no processo de:

[...] simples observagdo de que quando se tracam

as cinco diagonais de um pentdgono, elas formam

um pentdgono regular menor e as diagonais do

segundo pentdgono por sua vez formam um

terceiro pentdgono regular, que é ainda menor. Esse

processo pode ser continuado indefinidamente,

resultando em pentdgonos tio pequenos quanto

se queira ¢ levando 2 conclusio de que a razdo da

diagonal para o lado num pentdgono regular nio é
racional (BOYER, 2002, p.50).

Com esta situagdo, surge a necessidade de
desenvolver uma teoria sobre razées envolvendo
grandezas comensuraveis e incomensuraveis,

uma vez que ‘o segmento j4 nio podia mais ser
considerado indivisivel, mas infinitamente divisivel”
(BONGIOVANNI, 2005, p. 94).

Por outro lado, hd autores que discordam deste
drama na histéria dos irracionais. Grattan-Guinness,

citado por Gongalves e Possani, alega que

Outra descoberta famosa atribuida aos pitagéricos

¢ usualmente formulada assim: O némero V2
¢ irracional; mas essa formulagio ¢ anacronistica
em varios modos. [...] a descoberta é tida como
tendo provocado uma crise nos fundamentos da
Matemiética daquele tempo; mas comentadores
como o préprio Aristételes nio a mencionam, e
a ideia pode ser uma interpolagio anistdrica de
alguns gregos posteriores, ou mesmo um mal-
entendido. [...] Assim, longe de experimentar uma
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crise de fundamentos, os gregos antigos podem ter
gozado uma época de grandes jornadas matemdticas

(GONGALVES; POSSANI, 2009, p.7).

Roque (2012) também apresenta outra visio
referente A histéria dos irracionais. Para ela, a Matemdtica
abstrata e a teoria dos ndmeros, desenvolvida pelos
pitagéricos, relacionada com a geometria, estavam em
dois planos distintos. Isto é,

[..] “tudo é nimero” ndo significava “todas as
grandezas sio comensurdveis”. A tese de que “tudo
¢ niimero” nio se traduz na crenca de que todas
as grandezas podem ser comparadas por meio de
ndmeros, uma vez que o problema geométrico da

comparacio de grandezas parecia nio fazer parte
do pensamento pitagérico (ROQUE, 2012, p. 125).

De todo modo, é possivel observar que nio ¢
possivel se estabelecer uma explicagdo tnica acerca
das origens da ideia de irracionalidade. Entretanto,
compreender tais possibilidades pode nos auxiliar
na proposi¢io de abordagens para o tratamento dos
numeros irracionais em qualquer nivel de ensino.

A proposta de solugao para o problema da
incomensurabilidade veio com Eudoxo (408 a 355
a.C.). A solu¢io se desenvolvia a partir do raciocinio
geométrico e aritmético, com base no livio V
(definigao 6)' dos Elementos, de Euclides. Segundo
Bongiovanni (2005), Eudoxo desenvolveu uma teoria
que envolvia os conceitos de grandezas comensurdveis
e incomensurdveis, porém nio os relacionou com a reta
numérica. Considerou os segmentos AD, DB, AE e
EC tais que a0 _ E Nessa configuragio poderiam
acontecer dois casos: 0s segmentos serem comensurdveis
ou incomensuraveis.

Os gregos nao tomaram o ente definido por essas
classes, ou seja, o nimero real a que é a medida de um
segmento em relagdo a outro segmento.

Em 1872, a exposi¢do moderna de ndmeros

irracionais dada pelo alemao J.W.R. Dedekind (1831 —

1916) coincide com as formula¢oes de Eudoxo. Segundo
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Bongiovanni (2005), Dedekind se questionou sobre o
que existiria na grandeza geométrica que a distinguia
dos nimeros racionais e foi buscar inspiragdo nas teorias
das propor¢ées de Eudoxo.

Dedekind

No decorrer de seus estudos,

observou que:
1) Existe [sic] mais pontos na linha reta do que
nimeros racionais;
2) Entdo, o conjunto dos niimeros racionais nio
¢ adequado para aplicarmos aritmeticamente a
continuidade da reta;
3) Logo, é absolutamente necessdrio criar novos
ndimeros para que o dominio numérico seja tdo
completo quanto a reta, isto é, para que possua a
mesma continuidade da reta (MIGUEL, 2009,
p.233).

Com base nestas observacoes, o alemao Dedekind
publicou em seu livro Stetigkeit und di Irrationalzahlen
(Continuidade e Nimeros Irracionais) a solugao para o
problema dos nimeros irracionais através de operagdes
que chamou de cortes. Mol (2013) descreve que, para
Dedekind, o conceito de limite deveria ser desenvolvido
através da aritmética apenas, sem usar a geometria como
guia. Perguntava-se o que havia na grandeza geométrica
continua que a distinguia dos nimeros racionais.
Chegou a conclusio de que a esséncia da continuidade
de um segmento de reta nao se deve a uma propriedade
de ligagao mdtua, mas a uma propriedade exatamente
oposta: a natureza da divisio do segmento em duas partes
por um ponto dado. Se os pontos de uma reta se dividem
em duas classes tais que todos os pontos da primeira estdo
a esquerda de todos os pontos da segunda, entdo existe
um, e um s6, ponto que realiza essa divisio em duas
classes, isto é, que separa a reta em duas partes.

Dedekind observou que os teoremas fundamentais
sobre limites podem ser demonstrados sem recorrer
a geometria. De fato, foi a geometria que iniciou o
caminho para uma defini¢do de continuidade, mas, no
fim, esta foi excluida da defini¢do aritmética formal do

conceito. Deste modo, a nocao de corte de Dedekind,

no sistema de niimeros racionais, ou uma construcao
equivalente dos nimeros reais, tinha agora substituido
a grandeza geométrica como espinha dorsal da anilise.

O que se pode observar é que, desde a primeira
problematizagdo sobre a ideia de irracionalidade na
Grécia antiga até a definicio atual de Dedekind,
decorreu um longo espago de tempo. O fato de a génese
que cerca a ideia de irracionalidade ter se prolongado
durante tanto tempo pode ser indicio da dificuldade
de compreensdo dos nimeros irracionais no contexto
escolar, o que nos aponta como importante nossa

reflexio acerca do ensino desses nimeros.

2. ENSINO DE NUMEROS IRRACIONAIS:
EXPLORANDO E  (RE)CONSTRUINDO
CAMINHOS

O longo periodo histérico que transcorreu na
constituicao da ideia de irracionalidade é indicio de
dificuldades que pensadores e estudiosos tiveram na
sua compreensdo. Atualmente, no contexto escolar,
essa dificuldade parece se repetir no entendimento dos
numeros irracionais. Pommer (2011, p. 2) afirma que,
no campo de ensino da Matemdtica, os irracionais ainda
permanecem como um problema e seu ensino demanda
mais pesquisas e esclarecimentos.

Esse mesmo autor nos diz que “o conhecimento
matemdtico dos Numeros Irracionais, adquirido
através do movimento histérico e sistematizado pela
comunidade de matemdticos, sofreu uma transposicao
diddtica para ser ensinado em sala de aula” (p. 21).
Uma das dificuldades destacadas por Pommer para a
compreensio dos nimeros irracionais é o modo como se
realiza a transposi¢ao diddtica desse tema. Geralmente,
o conjunto dos niimeros reais ¢ tratado como a unido
de dois conjuntos disjuntos: os nimeros racionais e
os numeros irracionais; em seguida, o conjunto dos

nimeros irracionais ¢ apresentado como sendo formado
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pelos niimeros reais nao racionais. Estabelece-se, assim,
um quadro de circularidade. E, neste sentido, Pommer
compreende ser necessdrio se repensar o ensino dos
ndmeros irracionais em nivel escolar.

A construgao do conhecimento acerca dos niimeros
irracionais estd diretamente relacionada com o conjunto
dos niimeros racionais e com sua ampliagido. Moreira e
David (2010) nos dizem que “[...] 2 no¢o do que seja
nimero vem sendo ampliada desde a ideia bédsica do que
seja nimero natural [...]” e, desse modo, “[...] o conjunto
dos reais se apresenta para a comunidade escolar como
uma construgao cujo sentido ¢ o de superar determinadas
limitagoes da nogdo anterior de nimero” (p. 80-81).

Outro problema recorrente no tratamento dos
nimeros irracionais é apontado por Bortolossi e Mézer.
Esses autores consideram que um “erro frequente
detectado entre os alunos é o de eles considerarem, por
exemplo, que 7 ¢ igual a 3,14 e que \5 ¢ igual a 1,73”
(BORTOLOSSI; MOZER, 2016, p. 3). Geralmente,
consideragées como essas, muitas vezes sugeridas
pelo livro diddtico ou pelo professor, afastam a ideia
da definicio de niéimero irracional do aluno. Este
nio compreende que 1,73 é uma aproximagio com
duas casas decimais de \/5 e que, operando com essa
aproximagio, por exemplo, o resultado que serd obtido
ao final da opera¢do também serd uma aproximagio.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC),
documento de cardter normativo que define as chamadas
aprendizagens essenciais que devem ocorrer na Educacio
Bdsica brasileira, foi instituida em dezembro de 2017
(BRASIL, 2017a); o prazo mdximo para sua implemen-
tagdo pelas institui¢cdes de ensino, pela adequagao de seus
curriculos 4 BNCC, ¢ até o inicio do ano letivo de 2020.
A BNCC apresenta como expectativa para os alunos dos
anos finais do Ensino Fundamental que

(...) resolvam problemas com ndimeros naturais,

operagoes
fundamentais, com seus diferentes significados, e

inteiros e racionais, envolvendo as

utilizando estratégias diversas, com compreensio
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dos processos neles envolvidos. Para que

aprofundem a nog¢do de numero, ¢ importante
colocé-los diante de problemas, sobretudo os
geométricos, nos quais os nimeros racionais niao
sdo suficientes para resolvé-los, de modo que eles
reconhecam a necessidade de outros ntimeros: os
irracionais (BRASIL, 2017b, p. 267).

Dentro da unidade temdtica Ntimeros, uma das
cinco da drea de Matemitica, sdo determinados alguns
objetos de conhecimento (entendidos como contetdos,
conceitos e processos) que devem ser vistos no 9° ano
do Ensino Fundamental; 14 se encontram especificados:
necessidade dos ndimeros reais para medir qualquer
segmento de reta e niimeros irracionais: reconhecimento
e localizagio de alguns na reta numérica (BRASIL,
2017b, p. 314). As duas habilidades relacionadas a esses
objetos de conhecimento sio:

(EFOOM A01) Reconhecer que, uma vez fixada
uma unidade de comprimento, existem segmentos
de reta cujo comprimento nio é expresso nem por
ntmero racional (como as medidas de diagonais de
um poligono e alturas de um tridngulo, quando se
toma a medida de cada lado como unidade).

(EFO9M A02) Reconhecer um ntimero irracional
como um numero real cuja representagio decimal
¢ infinita e ndo periddica, e estimar a localizagao

de alguns deles na reta numérica (BRASIL, 2017b,
p. 315).

Ji o Conteddo Bisico Comum (CBC) de
Matemitica ¢ o documento que, pelo menos até este
ano, orienta a organizagio curricular no estado de
Minas Gerais. A proposta curricular nele apresentada
aponta contetidos a serem tratados e habilidades que os
alunos devem desenvolver a cada ano escolar, tanto para
o Ensino Fundamental IT quanto para o Ensino Médio.

No Ensino Fundamental II, a estruturacio do
CBC de Matemitica se dd em quatro eixos temdticos
(Numeros e Operagoes; Algebra; Espago e Forma; e
Tratamentos de Dados) que possuem temas especificos
da disciplina. Cada tema ¢ dividido em tdpicos, junto aos
quais estdo indicadas as respectivas habilidades a serem

desenvolvidas pelos alunos por meio do seu estudo.
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Para os anos finais do Ensino Fundamental,
o CBC de Matemdtica apresenta, dentro do Eixo
Temdtico I — Numeros e Operagoes e inserido no
Tema 1 — Conjuntos Numéricos, o tépico Conjunto dos
niimeros reais como sendo complementar, e ndo como

obrigatério. As habilidades referentes a esse tépico sio:

¢ Reconhecer a necessidade da ampliacio do
conjunto dos ndmeros racionais através de
situagdes contextualizadas e da resolugao de
problemas.

. Identificar nimeros racionais com as dizimas
periddicas.

¢ Identificar as dizimas ndo periédicas com os
nameros irracionais.

o Usar para
segmentos de comprimento

(MINAS GERAIS, 2007, p. 22).

geometria construir alguns

irracional

Para o Ensino Médio, o CBC de Matemdtica ¢
organizado em trés eixos temdticos distintos daqueles
dos anos finais do Ensino Fundamental. Sio eles:
I) Nameros, Contagem e Andlise de Dados; II)
Fungoes Elementares ¢ Modelagem; e I1I) Geometria
e Medidas. No eixo temdtico I é descrito, associado
ao tema Nimeros, o tépico Conjunto dos niimeros
reais. A ele estd vinculado o desenvolvimento de duas
habilidades especificas, que sio: “Reconhecer uma
dizima nio periédica como uma representagdo de um
ndmero irracional. [...] Utilizar nimeros racionais para
obter aproximagdes de nimeros irracionais” (MINAS
GERALIS, 2007, p. 44).

Conforme essa orientagio de distribuicio dos
tépicos, o conjunto dos ntGmeros irracionais niao é
abordado nos 6° e 7° anos do Ensino Fundamental.
Contudo, salientamos que ainda no 7° ano ji se pode
trabalhar e discutir a ideia de infinito. Uma possibilidade
bastante interessante, nessa dire¢io, seria propor aos
alunos realizarem divisdes entre dois niimeros naturais
cujo resultado seja uma dizima periédica e observarem
o comportamento do quociente durante o processo de

divisao (BIANCHINI, 2011). Por exemplo, no processo

de divisao de 11 por 7 (Figura 1), aparecerdo, nesta
ordem, os restos* 4, 5, 1, 3, 2, 6; na continua¢io da
divisdo, aparecerd novamente o resto 4 e, na sequéncia,
novamente os restos 5, 1, 3, 2 e 6. Desse modo, ao se
repetirem, sucessivamente, esses restos, o processo de
divisdo pode continuar acontecendo indefinidamente, o
que leva ao surgimento no quociente do que chamamos
de uma dizima periddica.

1 |7

40 1,571428571428...
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Figura 1 — Encontrando uma dizima periédica

Fonte: as autoras

Este tipo de proposicio é uma oportunidade
para os alunos compreenderem a definicdo de periodo
de uma dizima periédica e trabalhem com a ideia de
infinito dentro de um processo que nao tem fim.

O primeiro contato dos alunos com os nimeros
irracionais se dd no 8° ano, conforme orientacio
do CBC, ou no 9° ano, de acordo com a BNCC.
Esse momento ¢ “[..] certamente, muito dificil. Os
nimeros irracionais nio existem no mundo concreto,
sdo abstrac6es matemdticas, sé existem no mundo das
ideias, para aceita-los ¢ preciso imaginar processos
infinitos e proximidades que tendem a zero” (GARCIA;
FRONZA; SOARES, 2005, p. 6).

Concordamos com Pommer (2012) quando diz
que “é importante discutir a questdo de aproximagio

no ensino bdsico, podendo constituir poderoso meio

de abordar os nimeros irracionais, além de permitir
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esclarecer as conexées com os ndmeros racionais”
(POMMER, 2012, p. 39). Sendo assim, uma outra
possibilidade de fazer essa discussio, dando inicio
ao trabalho com os irracionais no 8° ano, estaria
relacionada & compreensiao do que é a raiz quadrada
de um ndimero, juntamente com o uso da calculadora.
Nessa etapa, na qual os alunos jé tiveram contato com
o cdlculo de raizes quadradas de quadrados perfeitos,
pode ser introduzido o cdlculo do valor aproximado
de raizes quadradas de numeros que nao sio
quadrados perfeitos.

Por exemplo, pode-se calcular o valor aproximado
da raiz quadrada do nimero 23, convidando os alunos
a observar o que acontece nesse processo. Como 23
estd compreendido entre 16 e 25, podemos dizer que
16 < 23 < 25. Assim, a raiz quadrada de 23 estard
compreendida entre J16 € V25, ou seja, 4 < J23< 5,
O uso da calculadora pode ser interessante a partir do
momento em que tomarmos um valor 7, compreendido
entre 4 e 5 e encontramos seu quadrado, observando se
é superior ou inferior a 23. Se inferior, estabelecem-se as
desigualdades m, < \/ﬁ < 5; se superior, estabelecem-se
as desigualdades 4 <~/23 < m,. Se o valor de m, tomado
for tal que m, < \/ﬁ< 5, considera-se um novo valor
m, compreendido entre m, e 5, calcula-se o quadrado
de m ; sendo ele inferior ou superior a 23, determinam-
se, respectivamente, novas desigualdades: ou m, < \/E
<5oum, < \/ﬁ< m,. Se o valor de m, tomado for
tal que 4 < J23 < m, considera-se um novo valor m,
compreendido entre 4 e m, calcula-se o quadrado de
m.; sendo ele inferior ou superior a 23, determinam-se,
respectivamente, novas desigualdades: ou m,< \/ﬁ <m,
oud<+23< m,. Dando sequéncia a esse procedimento,
encontramos numeros que se aproximam cada vez
mais de v23.

Essa proposta de abordagem, além de permitir
uma discussdo sobre aproximagio, é uma oportunidade

para o pI’OfCSSOI‘ retomar com Seus alunos qUCSt()CS
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relacionadas a nimeros decimais vistas em anos escolares
anterjores e, principalmente, para abordar a nogao de
infinito. Juntas, as nogées de infinito e de aproximagio
sdo importantes para preparar os alunos para o trabalho
com os numeros irracionais.

A dificuldade com esses ntimeros inicia-se na
sua introducdo. Geralmente, os ndmeros irracionais
sa0 apreSCntadOS a0s alunOS como oS nﬁmCrOS nao
racionais, nimeros que nio podem ser escritos como
a razdo de dois nimeros inteiros, ou entio como 0s
nimeros com infinitas casas decimais nao periddicas.
Moreira e David (2010) chamam a atengao para esse fato
argumentando que:

Ora, se o universo numérico dos alunos ainda é
o conjunto dos racionais, nenhuma dessas duas
caracterizagbes tem qualquer significado. Quanto
nio se sabe o que significa uma forma decimal
infinita e nao periddica também nio se sabe o que
¢ um ntmero irracional e vice-versa. Do mesmo
modo, se a ideia escolar de niimero estd associada,
na sua acep¢do mais ampla, apenas a uma razdo
de inteiros, os irracionais nio sio nimeros j& que
nio sio razio de inteiros. [...] No final, define-se
0 conjunto dos ntimeros reais como a uniio dos
racionais com os irracionais. Fecha-se, assim, um
ciclo de inconsisténcias, e nio se esclarece o sentido
de se conceber os irracionais como niimeros ou o

significado que possa vir a ter essa nova espécie de
nimero (MOREIRA; DAVID, 2010, p. 82).

Retomando o quadro de circularidade na
definicio do conjunto dos nimeros reais, Garcia,
Fronza e Soares acreditam que apresentar os irracionais,
alegando nio serem eles nimeros racionais, pode deixar
dtvidas sobre a existéncia dos irracionais. Indicam ainda
que “nio se faz relagdo entre as questdes geométricas que
originaram a criagdo dos irracionais com este contetido.
Inverte-se a ordem, colocando-se a Geometria depois
dos Irracionais” (GARCIA; FRONZA; SOARES,
2005, p. 16).

Geralmente, as abordagens de representagdes de
nimeros na reta real se limitam apenas aos conjuntos

dos inteiros e dos racionais, reforcando uma visiao
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equivocada de que a reta numérica é formada apenas
por esses ultimos nimeros. Abordar a representagao dos
nimeros irracionais na reta numérica por construgoes
geométricas (Figura 2) — o que é importante para a
compreensio desse conjunto numérico e também dos

nimeros reais — exige do professor enfatizar junto aos

Figura 2 — Representagao dos nimeros irracionais

Fonte: as autoras

Para tanto, um encaminhamento possivel em sala
de aula seria, por exemplo, propor aos alunos a constru¢io
de retAngulos (Figura 3) — dadas as medidas racionais de
seus lados — nos quais as medidas dos segmentos das di-
agonais obtidas sejam ntimeros irracionais. Em situagoes
como essa, entendemos valer a pena explorar com os
alunos tanto o processo algébrico envolvido no célculo
da medida da diagonal do retdngulo quanto, especifica-
mente, utilizando-se uma régua graduada e consideran-
do-se a unidade de medida tomada para a constru¢io dos
lados do retdngulo, a medigdao dessa diagonal. Muitas
vezes, a possibilidade de se tomar uma medida — que ¢
aproximada — da diagonal do retingulo, representando-a
com um nimero decimal, pode causar um estranhamen-
to (LINS, 2004) com relagdo ao fato de, algebricamente,
a medida obtida ser um niimero irracional. Criar em sala
de aula um momento de discussao que relacione as me-
didas obtidas algébrica e manualmente pode ser proficuo
para que seja problematizada essa relagao entre nimero

irracional e sua aproximacéo racional.

alunos que muitas dessas representacoes se constituem
em uma localizacao aproximada. Entretanto, no caso
de niimeros que sio a medida das diagonais de um
retdngulo, esse comprimento é tdo preciso e tdo exato

quanto os comprimentos dos lados do quadrildtero
(MOREIRA; FERREIRA, 2012).

Figura 3 — Retangulo cuja diagonal é irracional v/2 e
V3 na reta numérica

Fonte: as autoras

No tratamento das operagdes que envolvem radic-
ais — adi¢ao, subtracio, multiplicagao, divisao, que acon-
tece a partir dos anos finais do Ensino Fundamental —,
nota-se determinada preocupacio com os calculos, mui-
tas vezes deixando de lado a compreensdo dos niimeros
racionais e irracionais com os quais se opera. A partir da
introducao dos niimeros irracionais, Pommer (2012) nos
indica que, frequentemente, os livros diddticos restringem
sua abordagem “[...] ao cdlculo aproximado e a [sic] rep-
resentagio geométrica, nio destacando a problemdtica
do significado relativo ao conceito de aproximagao, nem
colocam em evidéncia a questdo conceitual da incomen-
surabilidade” (POMMER, 2012, p. 117).

Um dos nimeros irracionais estudados por
alunos em vdrios momentos da Educagao Bdsica, cujo
tratamento segue esse caminho, é o nimero 7. Em
pesquisa realizada por Bortoletto, sobre as abordagens
do ensino do nimero 7, esse autor nos diz que

[...] a maioria dos professores que introduzem 7 na
52 série nio o definem como “ntimero irracional”
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e sim como “nimero resultante de uma razio” e
quanto aos professores que ensinam J a partir da 72
série, a maioria o define como “ntimero irracional”

(BORTOLETTO, 2008, p.59).

Esta maneira de conduzir o estudo do @ —
primeiramente como niimero resultante da razio entre
o comprimento da circunferéncia e seu raio e, depois,
como um numero irracional — pode induzir o aluno a
considerar que o & pode ser escrito como a razdo de
dois nimeros inteiros. Enfatizamos aqui a pertinéncia
de que, neste contexto de tratamento dos nimeros
irracionais, sejam discutidas operac¢oes envolvendo
tais nimeros, de modo a criar oportunidades para que
o aluno compreenda que, se a razio de dois niimeros
resulta em um numero irracional, como é o caso do 7,
¢ porque pelo menos um desses ndmeros ¢ irracional.

Outra ocasiao em que, na Educagao Bdsica, os
estudantes se deparam com o nimero 7 ¢ no estudo da
Trigonometria. O trabalho que frequentemente se exige
dos alunos, muitas vezes mecinico, de conversio de
medidas de 4ngulos dadas em radianos para graus pode
sugestionar ao aluno considerar 7 como sendo 180°, j4
que um angulo de 7 radianos equivale a um angulo de
180°. Dessa maneira, pode-se assim estabelecer para o
nimero p uma compreensio que se contrapde a definicao
de um ndmero irracional. Acreditamos que, se ndo
discutido em sala de aula o processo de conversao entre
essas unidades de medidas, o qual passa pela definicao
da unidade de medida radiano e pela consideragio do
comprimento da circunferéncia como sendo 27R (onde
R ¢ o raio da circunferéncia), considerar o ndimero 7

como 180° ¢ algo bastante possivel de ocorrer.
CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo da histéria, verifica-se a existéncia de
diversos relatos sobre o desenvolvimento da ideia de
irracionalidade, desde o “choque” dos pitagéricos com

nimeros que nio podiam ser mensurados até a nogao
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de cortes de Dedekind. Com base nessas histérias,
é possivel perceber a dificuldade da humanidade em
produzir e, a0 mesmo tempo, compreender as ideias
envolvidas com os niimeros irracionais.

De certo modo, similarmente (s) histdria(s) desses
numeros, no ensino dos ndmeros irracionais também é
possivel identificar dificuldades no entendimento e na
compreensdo das suas ideias por alunos da Educacio
Basica. Alguns autores acreditam que esta dificuldade
estd relacionada com o modo com que se realiza a
transposi¢do diddtica do tema. Esta dificuldade na
transposicdo ji pode ser identificada na defini¢ao dos
conjuntos numéricos. Por isso a necessidade de se repensar
o ensino dos niimeros irracionais no 4mbito escolar.

No repensar esse ensino, percebemos o
desenvolvimento das ideias de aproximagio e de infinito
como fundamentais para que o aluno compreenda os
conceitos e as operagoes relacionados a irracionalidade.
Essas ideias podem ser (re)tratadas e (re)discutidas antes
mesmo da introdugio formal do conteddo ntimeros
irracionais e, acreditamos, (re)tratadas e (re)discutidas em
outros momentos e contextos posteriores a tal introducao.

Perspectivas distintas enriquecem abordagens
dos numeros irracionais que podem ser promovidas.
(Re)criar situagoes préximas as que podem ter se
sucedido historicamente e para ela produzir significados
(LINS, 1999; 2004) nos parece uma abordagem
possivel e didaticamente interessante. Outros elementos
importantes, nem sempre considerados nas discussoes
sobre nuUmeros irracionais, sio recursos como a
régua graduada e a calculadora como auxiliares no
desenvolvimento das ideias de infinito e aproximagio.

Nesta perspectiva, é crucial a criticidade do
professor de Matemdtica ao utilizar o livro diddtico que
adotar, de modo que possa complementar e alterar as
propostas nele oferecidas, buscando promover situagoes
que favorecam a aprendizagem do aluno no que se refere

aos ntimeros irracionais.
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O que observamos, a partir das consideragdes
feitas acerca dos ndmeros irracionais, é que seu
ensino envolve ideias que, para serem compreendidas,
demandam do professor de Matemdtica implementar em
sala de aulas préticas educativas que se configurem como
oportunidades para os alunos discuti-las, problematiza-
las e estranhd-las. Mais uma vez, destacamos dentre
elas as ideias de infinito e de aproximac¢io. Sendo
criadas tais oportunidades, acreditamos que, ao final
da Educagio Bdsica, seja possivel que adolescentes e
jovens produzam significados para niimeros irracionais
na dire¢do apontada por Pommer, de que “[..] tais
expressoes [dos ndimeros irracionais] representam
um processo infinito, que pode ser aproximado por
um processo finito, expressando assim resultados da
operagdo de aproximagdo, na concep¢io de que esta
pode ser melhorada o quanto se deseje ou se necessite”

(POMMER, 2012, p. 164).

ON IRRATIONAL NUMBERS AND
POSSIBILITIES FOR THEIR TEACHING

This article aims to discuss the Irrational Numbers
as an object of instruction in Basic Education.
We begin this discussion by bringing to the
reader questions related to the construction of
this numerical set over time and then we list
considerations about the teaching on irrational
numbers from the perspective of official documents
and various authors involved with this theme. We
propose to present proposals to approach these
numbers that aim at the production of meanings
for an irrational number as an infinite process
that can be approximated by a finite process, thus
establishing other relations between the traditional
approaches through the denial of rational numbers

and via decimal representation.

Keywords: Mathematics Education. Irrational
Numbers. Meanings production. Infinite.

Approximation.

SOBRE NUMEROS IRRACIONALES Y
POSIBILIDADES PARA SU ENSENANZA

Este articulo tiene como objetivo discutir los
Numeros Irracionales como objeto de ensefianza
en la Educacién Basica. Hemos empezado esta dis-
cusién trayendo al lector las cuestiones relaciona-
das con la construccién de este conjunto numérico
a lo largo de los siglos y comenzando con consid-
eraciones acerca de la ensenanza de los irracionales
bajo la perspectiva de los documentos oficiales y
varios autores involucrados con este tema. Busca-
mos en la escritura del texto presentar propues-
tas de abordaje de esos niimeros que apunten a
la produccién de significados para un nimero ir-
racional como un proceso infinito que puede ser
aproximado por un proceso finito, estableciendo
asi otras relaciones entre los tradicionales enfoques
mediante la negacién de los ndmeros racionales y

mediante representacién decimal.

Palabras clave: Educacién Matemdtica. Nameros
Irracionales. Produccién de significados. El

infinito. Aproximacién.

Nortas

Diz-se que quatro grandezas estio na mesma razio, a primeira
para a segunda e a terceira para quarta, se, quando equimdltiplos
quaisquer sio tomados da primeira e da terceira e equimiltiplos
quaisquer, da segunda e da quarta, os primeiros equimultiplos sao
ambos maiores que, ou ambos iguais a, ou ambos menores que,
os ultimos equimultiplos considerados em ordem correspondentes
(BONGIOVANNTI, 2005, p. 96).

Importante ressaltar que, no processo de divisio, no caso de uma
divisao por um ndimero k, natural nao nulo, haverd, no mdximo,
(k-1) restos distintos.
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