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RESUMO

Teorias sobre fendmenos psicologicos frequentemente fazem referéncia a processos que ndo sio
diretamente observaveis (processos latentes). Tradicionalmente, no entanto, a investigagdo desses
fendmenos ¢ feita de forma indireta aos processos latentes. O objetivo deste artigo ¢ introduzir os
conceitos fundamentais de modelagem multinomial. Aqui mostramos como modelos de processos
latentes sdo derivados de modelos puramente descritivos através da reduc@o do espago de pardmetros
motivada por uma ou mais teorias psicologicas. Os resultados sdo os modelos multinomiais que
fornecem medidas simples de processos psicologicos (probabilidades) e que podem ser
quantitativamente testados com dados reais. O uso de modelagem multinomial permite a analise
direta dos efeitos de variaveis independentes nos proprios processos latentes que controlam o
desempenho em uma ou mais tarefas experimentais, assim, facilitando o teste de predigdes e
explicagodes tedricas sobre fendomenos psicologicos.

PALAVRAS-CHAVE:
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RESUMEN

Teorias sobre fenémenos psicologicos a menudo se refieren a procesos que no son directamente
observables (procesos latentes). Sin embargo, la investigacion de estos fendmenos se realiza
tradicionalmente de manera indirecta con respecto a los procesos latentes. El proposito de este
articulo es presentar los conceptos fundamentales del modelado multinomial. Aqui mostramos como
los modelos de procesos latentes se derivan de modelos puramente descriptivos al reducir el espacio
de parametros motivado por una o mas teorias psicologicas. El resultado son modelos multinomiales
que proporcionan medidas simples de procesos psicologicos (probabilidades) y que pueden probarse
cuantitativamente con datos reales. El uso de modelos multinomiales permite el analisis directo de
los efectos de variables independientes en los procesos latentes que controlan el rendimiento en una
0 mas tareas experimentales, lo que facilita la prueba de predicciones y explicaciones teoricas sobre
fendomenos psicologicos.

PALABRAS CLAVE:

Modelo matematico; Processos latentes; Distribucién multinomial; Processos estocasticos; Estados
mentales.

Teorias sobre fendmenos psicoldgicos frequentemente fazem referéncia a processos que ndo sao
diretamente observaveis (processos latentes), tais como a contribuicdo de diferentes tipos de representactes
mentais durante a lembranca de um evento do passado (e.g., Brainerd, Gomes, & Moran, 2014) ou o nivel de
ativacdo lexical durante a leitura de uma narrativa (e.g., Walker & Hickok, 2016) ou lista de palavras associadas
(e.g., Buratto, Gomes, Prusokowski, & Stein, 2013). Tradicionalmente, a investigacdo cientifica de fenbmenos
psicologicos é feita de forma indireta aos processos latentes, como através da manipulacdo de uma variavel
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independente e subsequente analise do seu efeito em uma ou mais variaveis que sdo facilmente observaveis e
medidas — por exemplo, o tempo de reacdo médio de cada resposta, a proporcdo de acerto, ou o nivel de
oxigenacdo sanguinea em determinadas regides do cérebro —, ao invés da analise do efeito da variavel
independente nos proprios processos latentes que controlam o desempenho na tarefa experimental.

Um dos fatores complicadores da analise de processos latentes é que, ao contrario do procedimento
tradicional, 0 mesmo exige a definicdo precisa de conjuntos de operacdes e relacdes entre variaveis observaveis
e latentes que frequentemente vai além de um simples mapeamento de um para um — isto é, desempenho em
uma condic¢do experimental pode refletir a contribuicdo de multiplos processos latentes que sao relevantes para
o desenvolvimento e teste de uma ou mais teorias psicoldgicas. Além disso, o desenvolvimento e 0 uso de
sofisticados modelos psicologicos exigem uma bagagem de conhecimento técnico que € de dificil acesso em
uma area ainda sem tradicdo de treinamento em exatas, como é o caso da Psicologia nas instituicdes de ensino
do Brasil. Felizmente, uma ferramenta analitica, chamada modelagem multinomial — ou em inglés, modelos
multinomial processing tree — MPT (Batchelder & Riefer, 1986; Hu & Batchelder, 1994; Riefer & Batchelder,
1988) —tem sido desenvolvida ao longo das Ultimas quatro décadas como alternativa de meio-termo entre
métodos de andlise de dados tradicionais (e.g., analise de variancia, regressdo logistica) e complexos modelos
matematicos psicologicos (e.g., Anderson, Betts, Bothell, Hope, & Lebiere, 2019; Lehman & Malmberg, 2013;
Ratcliff, Gomez, & McKoon, 2004).

O apelo de modelos MPT é que os mesmos possibilitam obter medidas quantitativas simples de processos
latentes, utilizam um formalismo acessivel e possuem procedimentos e programas bem estabelecidos para
realizacdo de teste estatistico de ajuste do modelo e de invariancia de pardmetros intra- e entrecondi¢des
experimentais (Hu & Phillips, 1999; Singmann & Kellen, 2013; Stahl & Klauer, 2007). Além disso, MPT é
uma area que continua em constante aprimoramento, destacando o surgimento de generalizacGes para analise
multinivel/hierarquica (Klauer, 2010; Smith & Batchelder, 2010), analise via métodos Bayesianos (Matzke,
Dolan, Batchelder, & Wagenmakers, 2015), discretizacdo de variaveis continuas no estudo de modelos MPT

tradicionais (Heck & Erdfelder, 2016; Klauer & Kellen, 2018) e medidas de complexidade para sele¢do de
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modelos (Kellen & Klauer, 2020; Wu, Myung, & Batchelder, 2010).

No Brasil, no entanto, o uso de MPT aplicada a pesquisa em psicologia é virtualmente inexistente. Por
esse motivo, o objetivo deste artigo é introduzir MPT ao publico de lingua portuguesa, particularmente
estudantes e pesquisadores brasileiros, como uma ferramenta de aprimoramento na investigacdo de fendémenos
psicoldgicos. O artigo estd organizado em trés partes principais, divididas ao longo de cinco se¢des. Na primeira
parte, sdo abordadas as ideias por trds da MPT que dizem respeito a origem em modelos puramente descritivos.
Na segunda parte, sdo apresentados os conceitos de estado mental e como ele serve de guia para elaboracao de
modelos multinomiais baseados em teorias psicoldgicas. Ja na terceira e Gltima parte, sdo abordadas as questdes
técnicas diretamente pertinentes a MPT aplicada a pesquisa em Psicologia. Leitores interessados em um
tratamento mais aprofundado dos conceitos centrais em MPT podem consultar Riefer e Batchelder (1988) e Hu
e Batchelder (1994). Para tratamentos mais avancados e recentes, ver Smith e Batchelder (2010), Heck, Arnold
e Arnold (2018) e Klauer e Kellen (2018).

Fundamentos de modelagem multinomial

Na aplicacdo de qualquer formalismo, primeiro é preciso considerar o tipo de representacdo dos dados
a serem modelados. De forma breve, a MPT se aplica a (a) dados de natureza discreta, (b) que possuem um
numero finito de categorias mutuamente excludentes e (c) cujas observacdes sdo independentes e distribuidas
de forma idéntica (IDI). Assim, um paradigma experimental adequado para o uso da MPT precisa gerar dados
que possam ser classificados em categorias observaveis de um conjunto X3, ..., X;, no qual I € um nimero inteiro
positivo igual a cardinalidade (ou tamanho) do conjunto de categorias. Essas categorias, por sua vez, sdo
mutuamente excludentes, como cinco cores distintas (e.g., amarelo, roxo, preto, azul, verde) ou diferentes
localizagdes de um estimulo alvo na tela de um computador (e.g., meio, acima, abaixo, direita, esquerda), por
exemplo. Entretanto, isso ndo implica que dados de outra natureza ndo possam ser estudados através de MPT.
De fato, dados como tempo de reacdo ou grau de inclinagdo de um objeto podem ser modelados através da
discretizacdo dos dados de natureza continua em multiplos intervalos (e.g., classificacdo do tempo de reacdo

em rapido, médio ou lento). De forma similar, técnicas de analise qualitativa de dados (Miles, Huberman, &
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Saldafia, 2014) podem ser utilizadas como pré-tratamento para gerar um nimero finito de classificaces a serem
estudadas com modelos multinomiais, constituindo um exemplo da complementaridade entre técnicas
qualitativas e quantitativas.

Ja o pressuposto de IDI implica que, ao longo de mdaltiplas observacdes, a observacdo de uma
determinada categoria (e.g., 0 numero 4 em um jogo de dado) ndo dependa das observacOes anteriores e, de
forma similar, as probabilidades de cada categoria sdo sempre iguais ao longo de multiplas observacgdes. Uma
violacdo do pressuposto de IDI ocorreria, por exemplo, em um jogo de roleta modificado no qual, para se
observar o #13, primeiro € preciso se observar um numero par — isto €, neste caso, as categorias ndo sdo
independentes. Outro exemplo de violagdo do pressuposto de IDI ocorreria em um jogo de cartas, no qual a
chance de revelar o dois de copas do topo de um baralho aleatorizado muda conforme o nimero de cartas
reveladas — isto é, a probabilidade de revelar um dois de copas ndo é constante ao longo de multiplas
observacdes, pois 0 tamanho da amostra diminui conforme o nimero de cartas reveladas do topo do baralho;
neste Ultimo caso, a probabilidade seria adequadamente descrita por uma distribuicdo hipergeométrica
multivariada.

Um modelo multinomial € uma generalizacdo de um modelo binomial, no qual o nimero de possiveis
resultados de um experimento € maior do que dois. Em um jogo de moeda, por exemplo, existem apenas dois
resultados possiveis — cara ou coroa — e, portanto, ao longo de n jogos de moeda, a probabilidade de se obter
exatamente x caras é descrita pela funcdo massa de probabilidade binomial. Mais formalmente, se uma variavel
aleatoria X ~ B(n,p), no qual B(n,p) é a funcdo binomial com probabilidade p de sucesso ao longo de n
ensaios independentes (em inglés, Bernoulli trials), entdo a probabilidade de se observar exatamente x sucessos
é definida pela funcdo massa de probabilidade binomial
Pr(X =x) = (’;)px(l -p)" ¥, x=0,1,..,n, (1)
no qual (7) é o coeficiente binomial das possiveis formas de se distribuir x sucessos ao longo de n ensaios,

calculado por n!/[x! (n — x)!]—por exemplo, para (‘2‘) existem seis formas de se distribuir dois sucessos ao

longo de quatro ensaios, especificamente, 1100, 1010, 1001, 0110, 0101, e 0011. Para ilustrar, considere uma
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moeda enviesada na direcdo de coroa (1 - p = .75), a probabilidade de se observar exatamente 15 coroas ao

longo de 20 jogos de moeda é (250). 25°(.75)15 = .20, enquanto que com uma moeda justa (p = 1-p = .5),

a probabilidade do mesmo cenario é (%’).55(.5)*° = .01.

No entanto, se fosse utilizado um dado de seis lados ao invés de uma moeda, a fungdo binomial seria
inadequada para descrever por completo os resultados do experimento hipotético. Neste caso, existem seis
resultados possiveis de um jogo de dado — face #1, #2, #3, #4, #5, e #6 — e portanto, ao longo de n jogos com
um dado de seis lados, a probabilidade de se obter exatamente x; #1, x, #2, x5 #3, x, #4, x5 #5 € x, #6 é
descrita pela funcdo massa de probabilidade multinomial. Formalmente, se um vetor X =
(X4, ..., X;) ~ M(n,p), no qual M(n, p) é afuncdo multinomial com vetor de probabilidade p = (p, ..., p;) das
I categorias ao longo de n ensaios, entdo a probabilidade de se observar exatamente x;,x,, X3, X4, Xs € X¢ €

definida pela funcdo massa de probabilidade multinomial

Pr(n{=1Xi=xi)=(xn )Hl pxi’izll___,[>21 )

no qual n = Y!_, x; e com p; definido no espago de parametros P = {p = (py, ..., i, -, 1) | P ER| 0 <
p; < 1),%_ p; = 1}. Por exemplo, com um dado enviesado na dire¢do do lado #6 (ps = .20, p1 = p2 = p3 = p4

= ps = .16), a probabilidade de se observar exatamente 5 #6 e 3 de cada um dos demais lados ao longo de 20

201 (.163)(.16%)(.16%)(.163)(.163)(.205) = .001, ou a chance de 1

jogos de dado € (BHBHBHEHEBH(EY

observacdo a cada 1000 jogos. Em contrapartida, quando é utilizado um dado justo (p1 = p2 = ps = p4 = Ps = Ps

20!
Ghenenanahes (/6 (1/6)°(1/6)°(1/6)°(1/6)°(1/

= 1/6), a probabilidade do mesmo cenario é menor,
6)° =.0007, ou a chance aproximada de 1 observacéo a cada 1.429 jogos.
Modelagem multinomial aplicada ao estudo de estados mentais
Na aplicacdo de MPT a psicologia, uma das ideias centrais é a de que em uma tarefa experimental
composta por um conjunto finito de categorias mutuamente excludentes de resposta X, ..., X; existe um

conjunto finito de estados mentais Ty, ..., T; que geram a categoria X;, no qual / € um ndmero inteiro positivo

igual a cardinalidade do conjunto de estados mentais. Considere, por exemplo, os diagramas apresentados na
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Figura 1, que ilustram o cenério hipotético de uma tarefa composta por cinco categorias de resposta, X5, ..., Xz,
e de acordo com uma teoria qualquer, as categorias sdo geradas por um total de trés estados mentais, Ty, T,, Ts.
Na Figura 1A, temos 0 espaco de respostas, segmentado de acordo com as categorias mutuamente excludentes
do experimento e cuja area é proporcional a probabilidade marginal de cada categoria. De forma similar, na
Figura 1B, temos o0 espaco de respostas, agora segmentado de acordo com os estados mentais postulados por
uma teoria psicoldgica e como antes, cuja area € proporcional a probabilidade marginal de cada estado mental.
Ao interpolar as Figuras 1A e 1B (ver Figura 1C), é possivel visualizar graficamente as interseccGes entre
categorias de resposta e estados mentais para este experimento hipotético (Na Figura 1D, para a condigdo X;,
as interseccbes com os estados mentais foram indicadas por diferentes tonalidades de cinza). Em termos
estocasticos, a no¢do de que estados mentais produzem categorias de resposta de um experimento pode ser
reformulada pelas probabilidades implicadas na Figura 1. Mais especificamente, a probabilidade de se observar
a categoria X;, definida pelo termo Pr(X;), pode ser calculada através da soma das probabilidades das

intersecgdes entre X; e 0s estados mentais que geram 0 mesmo, ou seja
J J

Pr(X;) = Z Pr(X;nT;) & Pr(X,) = z Pr(X;|T;) Pr(T;) , ©)
j:l j=1

no qual Pr(Xl- |T]) € a probabilidade condicional da categoria i, dado o estado mental j, e Pr(T}) € a probabilidade
marginal do estado mental j. Portanto, na Figura 1C, as probabilidades das condicdes X;, ..., X5 sdo dadas pelas

respectivas equagoes

Pr(X;) = Pr(X,|T;) Pr(T,) + Pr(X,|T,) Pr(T,) + Pr(X,|Ts) Pr(Ts) , (4)
Pr(X;) = Pr(X,|Ty) Pr(Ty) + Pr(X,|T,) Pr(T3) , (5)
Pr(X3) = Pr(X;|T;) Pr(T,) + Pr(X;|Ts) Pr(Ts) , (6)
Pr(X,) = Pr(X,|Ty) Pr(Ty) + Pr(X,|T;) Pr(T2) , )
Pr(Xs) = Pr(Xs|T,) Pr(Ty) + Pr(Xs|Ts) Pr(Ty) & Pr(Xs) = 1— . Pr(X,) . (8)
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Na prética, estimar o valor de Pr(X;) é algo trivial, pois ele é obtido diretamente das respostas que 0s
participantes da tarefa experimental fornecem, por exemplo, ao longo de um ou mais itens. O desafio, portanto,
é estimar os valores desconhecidos das probabilidades condicionais das categorias, Pr(Xl-|Tj), e marginais dos
estados mentais, Pr(T}), utilizando os valores conhecidos das probabilidades marginais das categorias, Pr(X;).
Um dos complicadores, no entanto, € que na Eq. 3 existem I-1 graus de liberdade (df) para estimar JI-1
parametros desconhecidos e, portanto, se torna necesséria a introducdo de uma forma de reduzir a quantidade
de par@metros desconhecidos para estiméa-los através de métodos tradicionais, como maxima verossimilhanca.
Em MPT, isso € usualmente feito através do pressuposto de que Pr(Xl-|Tj) e Pr(7T;) sdo definidos por um

conjunto de parametros de processos latentes funcionalmente independentes 9, ..., 8, no qual K é igual ou
menor do que I-1, ou seja, K < df < I. Os parametros 6k sdo probabilidades de processos mentais definidos
no espago de parametros Q = {0 = (04, ..., 60y, ...,0,) | (6, ER|0< 6, < 1),k =1,..,K}. Ao longo de I
categorias que compdem uma tarefa experimental, o desenvolvimento de um modelo multinomial psicol6gico
é entdo feito através do mapeamento entre as probabilidades das categorias de respostas explicitadas na Eq. 2,
p = (p1, ..., p;), € 0 conjunto de pardmetros de processos latentes, @ = (64, ..., 0x), tal que se uma funcdo
continua p tem intervalo definido por Q' = {p(0) | 6 € Q}, entdo Q' é um subconjunto K dimensional de 2.
Felizmente, em MPT, existem multiplas maneiras de se desenvolver tal mapeamento de forma intuitiva, sendo
0 uso de diagramas em forma de arvore a técnica mais frequentemente utilizada e descrita na literatura (e.g.,
Knapp & Batchelder, 2004). Essa técnica e sua relacdo com o formalismo apresentado anteriormente sdo

descritas em seguida.
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Fonte: Elaborada pelos autores (2020).

Figura 1.

Espaco de resposta de um experimento hipotético segmentado de acordo com as categorias de resposta
(quadrante A), estados mentais (B), e intersec¢do dos mesmos (quadrantes C e D). No quadrante D, as diferentes
intersec¢des que compdem a categoria Xi foram diferenciadas por tonalidades de cinza.
Diagramas em forma de arvore

Um diagrama em forma de arvore é um digrafo (Gross, Yellenm, & Zhang, 2003), usualmente orientado
da esquerda para direita (ou de cima para baixo), composto por quatro componentes estruturais principais,
conforme ilustrado na Figura 2A: (a) a raiz de uma arvore, também chamada de n6 de deciséo inicial do
diagrama; (b) multiplos nés de decisdo de processos latentes; (c) multiplos galhos; e (d) terminacGes em
categorias de resposta. Ao longo de cada galho de um diagrama, existem um ou mais parametros de processos
latentes e ao termino de cada galho, existe uma categoria de resposta da tarefa experimental que é gerada pela
interseccdo dos processos latentes ao longo do respectivo galho. Na Figura 2B, por exemplo, a categoria de
resposta X, é gerada pelo processo latente 6,, enquanto na Figura 2C, a categoria de resposta X, é gerada pelos
processos latentes (1 — 6,) e 8,. Além disso, um modelo multinomial pode ser representado por uma ou mais
arvores, a depender das diferentes condi¢cdes experimentais que comp&em a tarefa. Por exemplo, no modelo de

memoria de reconhecimento chamado two-high threshold (Bréder & Schiitz, 2009), existe um total de duas
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arvores, uma para cada tipo de item (alvo, distrator ndo relacionado). Ja no modelo de falsas memérias, chamado
conjoint recognition (Brainerd, Reyna, & Mojardin, 1999), existe um total de nove arvores, uma para cada
combinacéo fatorial entre 3 (tipo de item: alvo, distrator relacionado, distrator néo relacionado) x 3 (instrugéo
do teste: literal, esséncia, literal ou esséncia).

Diagramas como o apresentado na Figura 2 s&o membros de uma subclasse de modelos multinomiais
chamados de modelo multinomial binario (em inglés, binary multinomial processing tree — BMPT), em fungéo
de existir apenas duas alternativas em cada nd de decisdo de processos latentes. Cada n6 de um BMPT é
representado por duas juncdes direcionais, sendo um quando um processo latente ocorre com probabilidade 6,
e 0 outro, quando ele ndo ocorre com probabilidade complementar, 1 — 6,. Na Figura 2, quando 0 processo
latente 6, ocorre com sucesso, 0 participante produz a resposta X, (galho realgado na Figura 2B); quando o
processo latente 6; ndo ocorre e o processo latente 6, ocorre com sucesso, 0 participante produz a resposta X,
(Figura 2C); e quando ambos o0s processos latente 8; e 6, ndo ocorrem, o participante produz a resposta X5
(Figura 2D). A representagdo em formato de BMPT € a mais comum na literatura, sendo um dos motivos
principais a propriedade de que qualquer modelo multinomial € estatisticamente equivalente a uma
representacdo BMPT (Hu & Batchelder, 1994).

Com um diagrama em forma de arvore desenvolvido numa representacdo BMPT, a probabilidade de
cada categoria de resposta pode ser calculada atraves da soma das probabilidades de todos os galhos que
terminam na respectiva categoria, sendo a probabilidade de cada galho igual ao produto de todos 0s processos
latentes ao longo do mesmo. Mais formalmente, uma arvore no formato BMPT define um conjunto de processos

latentes 8 € Q ao longo de J; caminhos de um conjunto de galhos G;q, ..., G , Gy, cuja terminagdo € uma

ifs o
categoria de resposta X;, tal que a probabilidade de um galho tem forma
Pr(G;;10) = T1§=, 6,7 (1 — 6,)Puie 9)
na qual a;jx € b;j sdo numeros inteiros positivos (a;jx, b;jx = 0) que definem o nimero de nos no galho G;;
associados com os processos latentes 6, e 1 — 6,, respectivamente. No modelo hipotético ilustrado na Figura
2, por exemplo, as probabilidades dos trés galhos séo dadas por
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Pr(G1110) = [62(1 —6,)'] x [6;(1 = 6,)°] = (1 - 6,)6,, (10)
Pr(621|0) = [911(1 - 91)0] X [93(1 - 92)0] =0, (11)
Pr(Gs;10) = [67(1 - 0] x [7(1 = 6)' ] = (1 - 6,)(1 - 65) . (12)

A probabilidade da categoria de resposta X; é entdo calculada como a soma dos galhos com terminacgéo X; e,
portanto, tem forma

Pr(X;|0) = X} Pr(G;10) . (13)
sendo que Y.!_, Pr(X;|@) = 1. No exemplo da Figura 2, essas probabilidades s&o idénticas as Eq. 10-12, pois,
para cada condicao experimental, existe apenas um galho associado (J; =/, = J; = 1).

Observe a relagdo entre Eq. 3 e Eq. 13. Na primeira, a probabilidade de uma categoria de resposta é
definida em funcéo da unido dos estados mentais que a produzem, enquanto, na segunda, a probabilidade de
uma categoria de resposta € definida em fungdo da unido de galhos cujos processos latentes produzem a
respectiva categoria de resposta. De fato, em MPT, o galho de um diagrama em forma de arvore corresponde a
um estado mental que, ao longo de multiplos galhos, descreve o espaco de resposta por completo em termos de
processos latentes. Dessa forma, a funcéo de probabilidade de um modelo multinomial, L(@|X), é apenas uma

extensdo da funcdo massa de probabilidade multinomial (Eq. 2), especificamente,
LX) = (", )Ty Prx,|O) i = 1,..,1 > 2, (14)

na qual x; é a frequéncia observada da categoria i, n = Y!_, x; e Pr(X;|@) é definido conforme a Eq. 13. Como
o coeficiente binomial ndo varia em funcédo das estimativas dos processos latentes, ele é frequentemente omitido
no uso préatico da Eq. 14 (e.g., Gomes, Brainerd, & Stein, 2013), assim como também é computacionalmente
mais eficiente utilizar o logaritmo da funcdo de probabilidade, j& que ele reduz a Eq. 14 a uma série de somas,

ao invés de uma série de produtos.
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(1-6,)
Fonte: Elaborada pelos autores (2020).

Figura 2.

Diagramas em forma de arvore de um modelo multinomial. O quadrante A ilustra 0s componentes principais
do diagrama, enquanto os demais quadrantes ressaltam cada um dos galhos e parametros de processos latentes

ao longo dos mesmos.

Identificabilidade

O conceito de identificabilidade é central na aplicacdo de modelos matematicos a conjunto de dados, pois se
refere a capacidade de estimar variaveis desconhecidas — neste caso, parametros livres de processos latentes —
utilizando variaveis cujos valores sdo conhecidos — frequéncias observadas de um conjunto de categorias de resposta.
A identificabilidade global de um modelo é obtida quando existe um Unico mapeamento direto (um a um) entre um
local qualquer no espaco de parametros e um conjunto de probabilidades das categorias de resposta.
Identificabilidade local, em contrapartida, se refere a um mapeamento na vizinhanca do valor verdadeiro de um
conjunto de parametros e é requerido para existéncia de estimativas Gnicas. Se os parametros de modelo multinomial
ndo séo sequer localmente identificaveis, entdo existem multiplos conjuntos de estimativas de processos latentes

para 0 mesmo conjunto de probabilidades de categorias e 0 modelo ndo pode ser testado quantitativamente.
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Solugdes analiticas para o problema de identificabilidade ndo sdo sempre possiveis, instrutivas ou
eficientes, em funcao do elevado nimero de parametros livres que um MPT possa ter e o nivel de complexidade
de suas equacdes. Um critério de identificabilidade simples, chamado de regra da contagem, é o de que 0s
parametros de um modelo multinomial ndo sdo localmente identificaveis se o0 nuimero de categorias
independentes geradas pela tarefa experimental for menor do que o nimero de pardmetros a serem estimados.
Na Figura 1, por exemplo, existem quatro categorias independentes, entdo, se um MPT com cinco ou mais
parametros livres fosse utilizado, de acordo com a regra da contagem, existiriam um ou mais parametros nao
identificaveis e, portanto, 0 modelo ndo poderia ser testado quantitativamente para aquele conjunto de dados.
Apesar de simples, a regra da contagem é excessivamente rigorosa na definicdo de identificabilidade e,
consequentemente, por vezes classifica um modelo multinomial como néo testavel quando os parametros do
mesmo sao de fato localmente identificaveis (Bamber & van Santen, 2000). Em func¢do disso, uma préatica
comum € adotar outros dois critérios alternativos a regra da contagem. O primeiro deles, chamado de regra
Jacobiana, é o de comparacdo do ranking da matriz Jacobiana com o nimero de parametros livres. A matriz
Jacobiana de um modelo multinomial com multiplos pard@metros é a matriz de derivadas parciais da funcéo de
probabilidade do modelo em todos os pontos derivaveis da funcdo no espaco de parametros e respostas. Em
algebra linear, o célculo do ranking de uma matriz mostra 0 maior nimero de linhas (ou de forma equivalente,
colunas) linearmente independentes umas das outras. Dessa forma, se o ranking da matriz Jacobiana for menor
do que o nimero de parametros livres do modelo multinomial, entdo existe um ou mais parametros do modelo
que ndo sdo identificAveis. Uma propriedade de modelos multinomiais é que 0os mesmos atingem o ranking
méaximo da matriz Jacobiana em praticamente qualquer ponto do espaco de respostas admissivel (Bamber &
van Santen, 1985), o que permite realizar o calculo usando um vetor de dados qualquer — por exemplo, como o
conjunto de dados obtido ap6s a realizacdo de um experimento ou através de simulagdo. O célculo do ranking
da matriz Jacobiana é fornecido automaticamente por diversos programas de analise de modelos multinominais,

como o pacote MPTInR para R (Singmann & Kellen, 2013) e o programa multiTree (Moshagen, 2010).
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O segundo critério alternativo se chama identificabilidade simulada (Rouder & Batchelder, 1998). De
forma breve, este critério diz respeito a capacidade do modelo em gerar estimativas dos parametros, dentro de
um intervalo de tolerancia, ao longo de multiplos pontos aleatérios do espaco de parametros. Mais
especificamente, um algoritmo define uma localizacdo aleatdria no espaco de parametros e, com base nesses
valores, gera estimativas das categorias de resposta, que por sua vez sao utilizadas para re-estimar os parametros
do modelo. Esse procedimento € repetido multiplas vezes (e.g., 10.000 iteragdes) e a diferenca entre valores
iniciais (verdadeiros) e preditos sdo verificadas, de forma que se um ou mais parametros do modelo néo sédo
identificaveis, entdo serd observado um desvio entre valores iniciais e preditos maior do que o valor de
tolerancia’. De conhecimento dos autores, apenas 0 programa multiTree possui op¢do para realizar identificacdo
simulada de modelos multinomiais.

Estimacéo de parametros e ajuste do modelo

Com um MPT cujos parametros sdo identificaveis, é entdo possivel estimar a probabilidade de
ocorréncia dos seus processos latentes para um conjunto de frequéncias das categorias de resposta. Uma forma
tradicional de se obter estimativas de parametros livres é atraveés da maximizacao da funcdo de probabilidade
do modelo (Myung, 2003) e, consequentemente, as estimativas obtidas com esse método sdo frequentemente
referidas como estimativa de maxima verossimilhanca (em inglés, maximum likelihood estimate — MLE). Esse
procedimento € ilustrado na Figura 3 e, de forma breve, consiste em achar um conjunto de estimativas de
parametros que esta associado com o ponto mais “elevado” da funcdo de probabilidade do modelo. Mais

especificamente, para um MPT com 6, ..., 6y, ..., 8 multiplos parametros livres, a maxima local da funcgéo de

2
probabilidade satisfaz as condicOes GLOX) _ (g LLOX)

20, 262 < 0 em um ou mais locais no espaco de parametros

L Ao estimar os parametros de um MPT com base em um conjunto de dados, o algoritmo de estimagao necessita de um ponto em que
as estimativas sao consideradas boas o suficiente — chamado de critério de convergéncia. Por exemplo, em algoritmos de maximizagdo
da funcdo de probabilidade, esse critério é de que novas mudancgas nas estimativas resultam em uma mudanca maior do que zero,
porém desprezével, no valor da funcéo de probabilidade do modelo. Neste exemplo, o algoritmo de maximizacao deve parar quando
atinge o critério de convergéncia, ja que novas iteragdes ndo resultardo em estimativas drasticamente diferentes das atuais se o
algoritmo estiver de fato numa maxima global da funcéo. Por esse motivo, o processo de estimacao de parametros de um modelo nao
saturado sempre criara residuo e, portanto, é necessario estabelecer um valor de tolerancia para concluir que as estimativas sejam
proximas o suficiente aos valores aleatorios iniciais (valores verdadeiros) da simulagéo.
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0, sendo a maxima global a maxima local de maior valor da funcéo de probabilidade do modelo. E a maxima
global que usualmente é reportada, seguida pelo conjunto de MLE dos parametros de processos latentes,
04, ..., 0y, ..., 0k, associado & mesma.

Existem mdaltiplos algoritmos capazes de maximizar a funcdo de probabilidade de um modelo
multinomial, como gradiente descendente, simplex e maximizacdo da expectativa. Para MPT simples e
processadores modernos, a diferenca em desempenho entre grande parte dos algoritmos é imperceptivel, pois
ocorre em uma janela de milissegundos ou menos. Conforme o nivel de complexidade de um modelo aumenta,
as limitacdes e ineficiéncias de alguns algoritmos (e.g., gradiente descendente) se mostram mais problematicas
(e.g., maior tempo de execucdo; chance de ficar preso em uma maxima ndo global, a depender dos valores
iniciais utilizados). No entanto, esses algoritmos tém em comum o objetivo de diminuir a distancia entre valores
observados das categorias de resposta e valores preditos pelo modelo. Essa medida de distancia € um membro
da familia de divergéncia de poténcia (em inglés, power divergence) (Cressie & Read, 1984; Read & Cressie,

2012), definida pela equacéo

2
A__2 I Xi _
D% = o Zi=1 % [(nxPr(Xiw)) 1] ' (15)

na qual A é um parametro da familia de divergéncia, x; é a frequéncia observada da categoria i, n é a frequéncia

total e Pr(X;|0) é a probabilidade predita da categoria i. Alguns membros conhecidos da familia de divergéncia
de poténcia — como y? de Pearson — podem ser derivados da Eq. 15 no limite do valor apropriado do parametro
A (e.g.,, A = —1). Em MPT, a medida de distancia da familia de divergéncia de poténcia mais frequentemente

utilizada é a medida G2 do log da razdo de verossimilhanca. Essa estatistica é derivada do }lirré D* e definida
pela equacao

G2=2¥_,xIn ("—) . (16)

nxPr(X;|0)
Assim, quanto menor for o valor de G2, menor sera a discrepancia entre valores observados e preditos e, de
forma inversa, quanto maior for o valor de G2, maior sera a discrepancia entre valores observados e preditos

(Note na Eq. 16 que quando a frequéncia predita é igual a observada, n X Pr(X;|0) = x;, o valor de G2 sera
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igual a zero). Por exemplo, se o conjunto de MLE de parametros de processos latentes de um MPT fornece uma
boa descricdo dos dados observados, espera-se que o valor de G2 obtido com 0 mesmo seja pequeno.

Para estabelecer um critério de “ajuste bom o suficiente”, pesquisadores frequentemente se valem da
propriedade de que a medida de G2 é assintoticamente distribuida como x2. Isso significa que, quando a
quantidade de dados observados tende ao infinito, a medida de G2 se aproxima a medida de y? e, portanto,
inferéncias estatisticas sobre a qualidade de ajuste do modelo aos dados podem ser baseadas em tradicionais
tabelas de distribuicdo de y2. Por definicdo, o ajuste de um modelo saturado ndo pode ser testado, em funcdo
de ndo existirem graus de liberdade (df) para realizar testes. Apenas o ajuste de modelos ndo saturados e cujos
parametros sdo identificaveis pode ser avaliado através da medida de G2. Nesse Gltimo caso, o grau de liberdade
do teste de ajuste é igual a diferenca entre o niUmero de categorias de respostas independentes e o nimero de
pardmetros de processos latentes estimados. Em geral, isso se resume a formuladf = I —J —1,noqual I é 0
numero de categorias de respostas e / € o numero de parametros livres do modelo (a subtra¢do por um implica
que existe apenas uma Unica categoria de resposta dependente — isto €, apenas uma categoria de reposta que
pode ser definida como sendo o complemento de outras — conforme apresentado na Eq. 8. Entretanto, em
modelos multinomiais com multiplas arvores, é possivel que existam mais de uma categoria de reposta
dependente, de forma que, ao invés da subtracdo por um na formula do df, o correto seria subtrair pelo nimero
de categorias de resposta dependentes). Por exemplo, para um modelo com quatro parametros (J = 4) definidos
ao longo de oito categorias de resposta (I = 8), a medida de G2 é avaliada com trés graus de liberdade (df =
8 —4 — 1), de forma que o valor critico de y? para rejeitar a hipotese nula de ajuste do modelo € igual a
x%(df = 3) = 7.81 no nivel convencional de « = 0.05.

Em funcio da medida de G2 ser um teste de razdo de verossimilhanga, o mesmo principio adotado para
testes de ajuste de modelo também é adotado para testes de invariancia de estimativas de parametros intra- e
entrecondicdo experimental. Neste Ultimo caso, no entanto, os graus de liberdade do valor critico serdo iguais ao
numero de restri¢des (e.g., 6; = 6,) entre 0s modelos comparados — isto €, modelo sem restri¢do vs. modelo com

restricdo — e o valor do teste de razdo de verossimilhanca sera igual a diferenca entre G2 dos modelos comparados.
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Fonte: Elaborada pelos autores (2020).

Figura 3.

Distribuicdo da fungéo de probabilidade do modelo multinomial descrito nas Eqg. 10-12 para um experimento
hipotético em que a frequéncia observada das categorias de resposta foi X1 =10, X2 =20 e X3 = 15. Os parametros
61 e 62 sdo probabilidades de processos latentes. A seta max{L(8|X)} aponta para a maxima global da funcédo de
probabilidade do modelo multinomial, que esta associada com as estimativas de maxima verossimilhanca dos
parametros A1 = .45 e 62 = .40.
Considerac0es finais

O objetivo deste artigo foi introduzir os conceitos basicos em MPT de forma a facilitar o seu uso na
pesquisa psicoldgica sobre processos latentes. De forma breve, foi mostrado como modelos de processos
latentes sdo derivados de modelos puramente descritivos através da reducdo do espaco de parametros motivada
por uma ou mais teorias psicoldgicas. O resultado é MPT que fornecem medidas simples de processos
psicolégicos (probabilidades) e que podem ser quantitativamente testados com dados reais. A existéncia de
sofisticados programas de anélise de MPT, como os pacotes MPTinR (Singmann & Kellen, 2013) e treeBUGS
(Heck, Arnold, & Arnold, 2018) para o programa de andlise estatistica R (R Core Team, 2020), torna o0 uso
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desse formalismo algo quase trivial. Além disso, a area de MPT continua ativa e em expansdo. Numa revisdo
publicada em 1999, Batchelder e Riefer (1999) reportaram 30 modelos multinomiais na area de cognicao
humana, enquanto numa revisdo publicada em 2009, Erdfelder et al. (2009) reportaram mais de 70 modelos
multinomiais espalhados em mais de 20 areas de investigacdo psicologica. Espera-se que, com este artigo,
estudantes e pesquisadores de lingua portuguesa da area de Psicologia tenham maior exposi¢ao aos conceitos
da MPT e possam inovar através da aplicacdo dessa ferramenta em pesquisas de interesse.
Agradecimentos

O conteudo deste artigo foi baseado na oficina de trabalho ministrada pelo primeiro autor e organizada
pelo segundo autor na Universidade de Brasilia, bem como na apresentacdo realizada pelo primeiro autor
durante o Il Simposio Internacional Mente-Cérebro. A preparacao deste artigo foi financiada por uma bolsa do

Programa Nacional de Pés-Doutorado (PNPD) da Fundacdo CAPES (PNPD/CAPES) ao primeiro autor.

Gomes, C. F. A. & Buratto, L. G. 61



Psicol. Pesqui. | Juiz de Fora | 14(3) | 44-65 | Setembro-Dezembro de 2020 DOI: 10.34019/1982-1247.2020.v14.29542

Referéncias

Anderson, J. R., Betts, S., Bothell, D., Hope, R., & Lebiere, C. (2019). Learning rapid and precise skills.
Psychological Review, 126(5), 727-760. https://doi.org/10.1037/rev0000152

Bamber, D., & van Santen, J. P. (1985). How many parameters can a model have and still be testable? Journal
of Mathematical Psychology, 29(4), 443-473. https://doi.org/10.1016/0022-2496(85)90005-7

Bamber, D., & van Santen, J. P. (2000). How to assess a model's testability and identifiability. Journal of
Mathematical Psychology, 44(1), 20-40. https://doi.org/10.1006/jmps.1999.1275

Batchelder, W. H., & Riefer, D. M. (1986). The statistical analysis of a model for storage and retrieval processes
in human memory. British Journal of Mathematical and Statistical Psychology, 39(2), 129-149.
https://doi.org/10.1111/j.2044-8317.1986.tb00852.x

Batchelder, W. H., & Riefer, D. M. (1999). Theoretical and empirical review of multinomial process tree
modeling. Psychonomic Bulletin & Review, 6(1), 57-86. https://doi.org/10.3758/BF03210812

Brainerd, C. J., Gomes, C. F. A., & Moran, R. (2014). The two recollections. Psychological Review, 121(4),
563-599. https://doi.org/10.1037/a0037668

Brainerd, C. J., Reyna, V. F., & Mojardin, A. H. (1999). Conjoint recognition. Psychological Review, 106(1),
160-179. https://doi.org/10.1037/0033-295X.106.1.160

Broder, A., & Schiitz, J. (2009). Recognition ROCs are curvilinear—or are they? On premature arguments
against the two-high-threshold model of recognition. Journal of Experimental Psychology: Learning,
Memory, and Cognition, 35(3), 587-606. https://doi.org/10.1037/a0015279

Buratto, L. G., Gomes, C. F. D. A., Prusokowski, T. D. S., & Stein, L. M. (2013). Inter-item associations for
the Brazilian version of the Deese/Roediger-McDermott paradigm. Psicologia: Reflexao e Critica, 26(2),
367-375. https://doi.org/10.1590/S0102-79722013000200017

Cressie, N., & Read, T. R. (1984). Multinomial goodness-of-fit tests. Journal of the Royal Statistical Society:
Series B (Methodological), 46(3), 440-464. https://doi.org/10.1111/j.2517-6161.1984.tb01318.x

Erdfelder, E., Auer, T. S., Hilbig, B. E., ABfalg, A., Moshagen, M., & Nadarevic, L. (2009). Multinomial

Gomes, C. F. A. & Buratto, L. G. 62



Psicol. Pesqui. | Juiz de Fora | 14(3) | 44-65 | Setembro-Dezembro de 2020 DOI: 10.34019/1982-1247.2020.v14.29542

processing tree models: A review of the literature. Zeitschrift fir Psychologie/Journal of Psychology,
217(3), 108-124. https://doi.org/10.1027/0044-3409.217.3.108

Gomes, C. F., Brainerd, C. J., & Stein, L. M. (2013). Effects of emotional valence and arousal on recollective
and nonrecollective recall. Journal of Experimental Psychology: Learning, Memory, and Cognition, 39,
663-677.

Gross, J. L., Yellen, J., & Zhang, P. (Eds.). (2003). Handbook of graph theory. Boca Raton, FL: CRC press.

Heck, D. W., Arnold, N. R., & Arnold, D. (2018). TreeBUGS: An R package for hierarchical multinomial-
processing-tree modeling. Behavior Research Methods, 50(1), 264-284. https://doi.org/10.3758/s13428-
017-0869-7

Heck, D. W., & Erdfelder, E. (2016). Extending multinomial processing tree models to measure the relative
speed of cognitive processes. Psychonomic  Bulletin &  Review, 23, 1440-1465.
https://doi.org/10.3758/s13423-016-1025-6

Hu, X., & Batchelder, W. H. (1994). The statistical analysis of general processing tree models with the EM
algorithm. Psychometrika, 59(1), 21-47. https://doi.org/10.1007/BF02294263

Hu, X., & Phillips, G. A. (1999). GPT. EXE: A powerful tool for the visualization and analysis of general
processing tree models. Behavior Research Methods, Instruments, & Computers, 31(2), 220-234.
https://doi.org/10.3758/BF03207714

Kellen, D., & Klauer, K. C. (2020). Selecting amongst multinomial models: An apologia for normalized
maximum likelihood. Journal of Mathematical Psychology, 97, 102367.
https://doi.org/10.1016/j.jmp.2020.102367

Klauer, K. C. (2010). Hierarchical multinomial processing tree models: A latent-trait approach. Psychometrika,
75(1), 70-98. https://doi.org/10.1007/s11336-009-9141-0

Klauer, K. C., & Kellen, D. (2018). RT-MPTs: Process models for response-time distributions based on
multinomial processing trees with applications to recognition memory. Journal of Mathematical

Psychology, 82, 111-130. https://doi.org/10.1016/j.jmp.2017.12.003

Gomes, C. F. A. & Buratto, L. G. 63



Psicol. Pesqui. | Juiz de Fora | 14(3) | 44-65 | Setembro-Dezembro de 2020 DOI: 10.34019/1982-1247.2020.v14.29542

Knapp, B. R., & Batchelder, W. H. (2004). Representing parametric order constraints in multi-trial applications
of multinomial processing tree models. Journal of Mathematical Psychology, 48, 215-229.
https://doi.org/10.1016/j.jmp.2014.11.001

Lehman, M., & Malmberg, K. J. (2013). A buffer model of memory encoding and temporal correlations in
retrieval. Psychological Review, 120(1), 155-189. https://doi.org/10.1037/a0030851

Matzke, D., Dolan, C. V., Batchelder, W. H., & Wagenmakers, E. J. (2015). Bayesian estimation of multinomial
processing tree models with heterogeneity in participants and items. Psychometrika, 80, 205-235.
https://doi.org/10.1007/s11336-013-9374-9

Miles, M. B., Huberman, A. M., & Saldafa, J. (2014). Qualitative data analysis: A methods sourcebook.
Thousand Oaks, CA: Sage.

Moshagen, M. (2010). multiTree: A computer program for the analysis of multinomial processing tree models.
Behavior Research Methods, 42(1), 42-54. https://doi.org/10.3758/BRM.42.1.42

Myung, 1. J. (2003). Tutorial on maximum likelihood estimation. Journal of Mathematical Psychology, 47(1),
90-100. https://doi.org/10.1016/S0022-2496(02)00028-7

R Core Team (2020). R: A Language and environment for statistical computing. R Foundation for statistical
computing, Vienna, Austria. Recuperado de https://www.R-project.org/.

Ratcliff, R., Gomez, P., & McKoon, G. (2004). A diffusion model account of the lexical decision task.
Psychological Review, 111(1), 159-182. https://doi.org/10.1037/0033-295X.111.1.159

Read, T. R. C., & Cressie, N. A. C. (2012). Goodness-of-fit statistics for discrete multivariate data. New York,
NY': Springer Science & Business Media.

Riefer, D. M., & Batchelder, W. H. (1988). Multinomial modeling and the measurement of cognitive processes.
Psychological Review, 95(3), 318-339. https://doi.org/10.1037/0033-295X.95.3.318

Rouder, J. N., & Batchelder, W. H. (1998). Multinomial models for measuring storage and retrieval processes
in paired associate learning. In C. E. Dowling, F. S. Roberts, & P. Theuns (Eds.), Recent progress in

mathematical psychology: Psychophysics, knowledge, representation, cognition, and measurement (pp.

Gomes, C. F. A. & Buratto, L. G. 64



Psicol. Pesqui. | Juiz de Fora | 14(3) | 44-65 | Setembro-Dezembro de 2020 DOI: 10.34019/1982-1247.2020.v14.29542

195-225). New Jersey, NJ: Lawrence Erlbaum Associates Publishers.

Singmann, H., & Kellen, D. (2013). MPTIinR: Analysis of multinomial processing tree models in R. Behavior
Research Methods, 45, 560-575. https://doi.org/10.3758/s13428-012-0259-0

Smith, J. B., & Batchelder, W. H. (2010). Beta-MPT: Multinomial processing tree models for addressing
individual differences. Journal of Mathematical Psychology, 54(1), 167-183.
https://doi.org/10.1016/j.jmp.2009.06.007

Stahl, C., & Klauer, K. C. (2007). HMMTree: A computer program for latent-class hierarchical multinomial
processing tree models. Behavior Research Methods, 39(2), 267-273. https://doi.org/10.3758/BF03193157

Walker, G. M., & Hickok, G. (2016). Bridging computational approaches to speech production: The semantic—
lexical-auditory—motor model (SLAM). Psychonomic Bulletin & Review, 23(2), 339-352.
https://doi.org/10.3758/s13423-015-0903-7

Wu, H., Myung, J. ., & Batchelder, W. H. (2010). Minimum description length model selection of multinomial
processing tree models. Psychonomic Bulletin & Review, 17(3), 275-286.

https://doi.org/10.3758/PBR.17.3.275

Gomes, C. F. A. & Buratto, L. G. 65



