ANALISE DE CAMPOS PERMANENTES PELO
ACOPLAMENTO ITERATIVO MEF-MEC

Henrique de Oliveira Caiafa Duarte *
Delfim Soares Janior **

RESUMO

Neste trabalho, a modelagem numérica de campos eletromagnéticos estdticos ¢ abordada pelo
acoplamento dos métodos dos elementos finitos (MEF) e de contorno (MEC). Duas metodo-
logias iterativas sao consideradas para o acoplamento, cujas técnicas permitem que cada subdo-
minio do modelo seja analisado de forma independente, sendo a interagao entre os subdominios
estabelecida por intermédio de condigoes de interface. Na 12 abordagem, condigoes de contorno
essenciais (Dirichlet) sdo prescritas nas interfaces dos subdominios discretizados pelo MEC,
enquanto condig¢oes de contorno naturais (Neumann) sio prescritas nas interfaces dos subdo-
minios discretizados pelo MEE. Na 22 abordagem, estas condi¢oes de interface sao trocadas. Em
ambos os casos, parimetros de relaxamento otimizados sio empregados, de forma a garantir e/
ou agilizar a convergéncia do algoritmo iterativo.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno, Método dos Elementos Finitos, Acopla-
mento Iterativo, Eletromagnetismo Computacional.

INTRODUCAO

Com os avangos tecnolégicos da computagio, o Método dos Elementos Finitos (MEF) e

o Método dos Elementos de Contorno (MEC) passaram a ser usados para resolugao de equagdes
diferenciais parciais e o acoplamento entre esses dois métodos passou a ser estudado para se desfrutar

das vantagens de cada um. Este acoplamento pode ser feito de diversas maneiras, sendo o método
iterativo abordado neste artigo.

Como caracteristicas principais do MEF, tém-se: (i) boa eficiéncia computacional e ficil

implementacdo para solugio de problemas complexos; (ii) flexibilidade na geragao da malha; (iii)
célculos em nivel de elementos distribuidos ao longo do dominio; (iv) dificuldade em se modelar meios
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infinitos; (v) facilidade para se modelar meios heterogéneos etc. J4 o MEC ¢é caracterizado por: (i) boa
eficiéncia computacional e implementagao mais elaborada; (ii) grande facilidade na geragao de malha
associada a flexibilidade; (iii) cdlculos em nivel de elementos de contorno; (iv) modelagem trivial de
meios infinitos; (v) dificuldade para se modelar meios heterogéneos etc.

Devido as distintas vantagens destes métodos, o acoplamento dos mesmos se faz de grande
importincia para se obter uma ferramenta eficaz de andlise, unindo-se o melhor de dois mundos.
O acoplamento iterativo abordado neste trabalho permite que diferentes subdominios do modelo
sejam discretizados pelo MEF ou pelo MEC e analisados de forma independente, sendo condigoes
de interface prescritas nos contornos comuns aos subdominios (Li, 1996; Bo et al., 2006; Soares
Jr., 2008). Estas condigdes de interface baseiam-se nas condi¢oes de equilibrio e continuidade nas
fronteiras dos subdominios.

No caso da andlise de campos eletromagnéticos estdticos, é importante ressaltar que, tanto nos
subdominios discretizados pelo MEF quanto pelo MEC, condi¢oes de contorno essenciais devem ser
prescritas, de forma a evitar singularidades nos sistemas de equagoes, justificando assim a implementacio
de duas técnicas distintas de acoplamento iterativo, permitindo uma maior flexibilidade quando da
andlise dos problemas.

METODOLOGIA

EQUACOES DE MAXWELL
Os fendmenos eletromagnéticos sio regidos pelas equagdes de Maxwell:

VxE= —adB/dt (1)
VxH= —aD/dt+] (2)
V.E=0 (3)
V.D=p (4)

- = = = . . o . .
onde E, H, D, B, J e p representam a intensidade de campo elétrico, intensidade de campo
magnético, densidade de campo elétrico, densidade de campo magnético, densidade superficial de
corrente elétrica e densidade volumétrica de cargas, respectivamente.

e T T Y= . . _ L.
Entre E, H, D, B, ] existem ainda as seguintes relagoes constitutivas:

B= pH (5)
D= ¢E (6)
= oF (7)

onde 1, € e G representam a permeabilidade magnética, permissividade elétrica e condutividade
elétrica do sistema, respectivamente. N N N
Sabendo-se que E = - VVe B =V X A, onde Va A representam campos potenciais,
podemos representar problemas da eletrostdtica e da magnetostdtica (bidimensional) pela equagao de
Poisson, uma vez que as equacoes de Maxwell sejam trabalhadas e reorganizadas, resultando em:
q quag g
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ViV = —p (8)
VA, = —p (9)

Assim sendo, pode-se trabalhar com o mesmo algoritmo para os dois casos focados (eletrostatica
e magnetostdtica), considerando-se uma nomenclatura genérica, conforme ¢ feito a seguir.

EQUACOES GOVERNANTES
Partindo da equagao de Poisson em sua forma genérica, temos:

kV2u=v; emxef (10)
u(x) =u(x); emxelu (11)
q(x) = du(x)/dn =q(x); emxelq (12)

onde u é um campo potencial genérico e 2 & I' ([ =TuUTQ) representam o dominio e o
contorno do modelo, respectivamente. As equagoes (11) e (12) descrevem condicoes de contorno
essenciais e naturais, respectivamente, sendo T o vetor normal unitirio externo ao contorno. k
representa a propriedade fisica do modelo e g a excitagao de dominio.

Por intermédio de fungées de interpolagio (aqui representadas por N), as formas integrais da
equagio de Poisson levam a sistemas matriciais, tanto se considerando discretiza¢oes pelo MEF quanto
pelo MEC. Vale ressaltar que o MEC utiliza também as solugoes fundamentais do modelo, aqui
representadas por q* e u*. Nos subitens que se seguem, se descreve de forma sucinta os sistemas de
equagoes provenientes da discretizagio por elementos finitos e por elementos de contorno.

SISTEMA DE EQUACOES DO MEF

As equagdes relativas ao MEF sdo descritas pelo sistema matricial (13) a seguir. Nesta equacio,
a matriz de rigidez é representada por K e o vetor de cargas nodais por F, sendo o célculo destes dados
pelas equagdes (14) e (15), respectivamente. O vetor incégnita # descreve valores nodais de potencial

(Jin, 1996; Silvester and Ferrari, 1996).

Ku=F (13)
= f (VN)TK(VN) d9 (14)
n
F=| NTkgdlr— | NTydQ (15)
JNmaar - [y

Nas equagoes (14) e (15), N representa a matriz de interpola¢ao do modelo, sendo esta composta
pelas fungdes de interpolagio no elemento (assim como no MEC).

SISTEMA DE EQUACOES DO MEC
O MEC ¢ regido pelo sistema matricial (16), formado pelos vetores # e g (valores de
potencial e fluxo, respectivamente), pela matriz geométrica diagonal € (Cy = 1 parax € £1; ;
0 <Cy <lparax€Tl; Cy =0parax € QUT) ¢ pelas matrizes de influéncia H e G, sendo
estas calculadas de acordo com as equagoes (17) e (18), respectivamente (Pozrikidis, 2002).
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(H + C)u = Gq (16)

H= f NTq' dr (a7
r

_ [ N (18)
G—J-rNudl"

Nas equagoes (17) e (18), g" e #” representam os termos da solugio fundamental de fluxo e de
potencial, respectivamente.

ALGORITMO DE ACOPLAMENTO ITERATIVO
Primeiramente, para o estabelecimento do acoplamento dos dois métodos numéricos, devem ser
consideradas as condi¢oes de continuidade e equilibrio nas interfaces dos subdominios discretizados

pelo MEF e pelo MEC:
uf = uf paraxer! (19)
ff +f2 =0parax eI (20)

onde T! representa a interface e os superescritos F e B indicam elemento finito (finite element) e
elemento de contorno (boundary element), respectivamente.

A Figura 1 abaixo exemplifica um problema genérico tendo em conta discretiza¢do numérica por
intermédio destes dois métodos.

Figura 1. Corpo modelado por subdominios discretizados pelo MEF e pelo MEC.

A partir destas condigoes de continuidade e equilibrio, foram desenvolvidas duas metodologias
de acoplamento iterativo, conforme se discute a seguir.

PRIMEIRA METODOLOGIA

Nesta primeira abordagem, condi¢oes de contorno essenciais ou de Dirichlet sao prescritas nas
interfaces dos subdominios discretizados pelo MEC, enquanto condigoes de contorno naturais ou de
Neumann sio prescritas nas interfaces dos subdominios discretizados pelo MEE. As etapas do algoritmo
de solucao sao descritas a seguir.

(i) Estando valores para os potenciais nas interfaces do MEC atribuidos, os sistemas de equagoes
do MEC sio resolvidos, sendo os fluxos q‘? calculados nas interfaces;

(ii) Com os valores de fluxo q? calculados, estes sao convertidos para valores de for¢as nodais fl? ,
cujo negativo servird de condi¢ao de contorno para os nés do MEF na interface (eq. 20).

(iii) Os sistemas de equagdes do MEF sio resolvidos, sendo os valores de potenciais U} obtidos.
Os novos potenciais U} para os nés de interface dos elementos do MEC sio obtidos pela ponderagio
descrita abaixo (seguindo a relacao (19) e adotando um parimetro de relaxamento o):
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U-F n+l = '-‘II-IF, nt (1 - a)uﬁl n=-1 {21}

a = (e, en —ep)/llex — eqll? (22)
B/F B/F B/F
Enf = ulfn - l'll fn -1 {23}

(iv) Segue-se para o passo (i) do algoritmo, contmuando o processo iterativo. A iteraio termina
quando a diferenga normalizada dos vetores de potencial U}, h e U1, o tornasse menor do que uma
dada tolerincia €.

SEGUNDA METODOLOGIA

Nesta segunda abordagem, as condicoes de interface sio trocadas em relagio A primeira
metodologia. As etapas do algoritmo de solu¢do sao descritas a seguir.

(i) Estando valores para os potenciais nas interfaces do MEF atribuidos, os sistemas de equagoes
do MEF sio resolvidos, sendo os fluxos q; calculados nas interfaces, a partir dos gradientes dos
potenciais;

(ii) Com os valores de fluxos q} calculados, estes sio utilizados como condi¢io de contorno g}
para o MEC (- k® ¢} = k¥ q}), sendo as interfaces do MEC discretizadas por nés duplos (devido a
descontinuidades nos valores de gradiente provindos do MEF);

(iii) Os sistemas de equagdes do MEC sdo resolvidos, sendo os valores de potenciais u® obtidos.
Os novos potenciais para os nés de interface dos elementos do MEF sao obtidos pela ponderacio
descrita abaixo:

u{ n+1 = l:ml +(1- "I}UIF,- n-1 (24)

o= (ef,ep —eB)/llef — eB|I? (25)
B/F B/F B/F

En = ul n _ulfn 1 [261

(iv) Segue-se para o passo (i) do algoritmo, continuando o processo iterativo. A iteragao termina
quando a diferenca normalizada dos vetores de potencial uf, ., e u®, . torna-se menor do que uma
dada tolerancia ¢.

Ressalta-se que, nas primeira e segunda metodologias, o pardmetro de relaxamento o (0<a<1)
¢ computado (ver eq.(22) ou eq.(25)) tendo em consideragio a minimizagio do funcional de erro:

i) = [Juy’n (@) — w5 (@2 (27)

REsurLtaDOS E DI1scussAo

Duas andlises de um modelo simples serao apresentadas a seguir: uma considerando meio
homogéneo e outra considerando meio heterogéneo, de forma a ilustrar a precisao das metodologias
discutidas. O problema em foco ¢ esquematizado pela Figura 2 abaixo:

Principia, Juiz de Fora, v. 15, p. 37-46, jan./dez. 2011

41



42

Figura 2. Esquema do problema a ser analisado

Conforme se observa na Figura 2, uma interface curva é adotada entre os sub-dominios de
MEF e de MEC, de forma a evitar uma andlise numérica trivial quando da considera¢ao do caso
homogéneo (para o caso homogéneo, a resposta analitica do problema em questao é conhecida, sendo
caracterizada por um gradiente constante segundo a diregao vertical e um gradiente nulo segundo a
dire¢ao horizontal).

ANALISE 1 (MEIO HOMOGENEO)

Nesta primeira andlise, a relagdo entre as constantes relativas a cada meio k,/k_ vale 1. A Figura
3 ilustra os resultados obtidos para os campos potencial e gradiente ao longo da malha do MEF pelos
dois métodos de acoplamento MEF-MEC discutidos.

(a) (b) (c) (d)

Figura 3. Meio homogéneo: campo potencial calculado pelo (a) método 1 e (b) método 2 campo gradiente calculado pelo (c) método
1 e (d) método 2 de acoplamento MEF-MEC.

Na Figura 4, os graficos que explicitam os valores de potencial calculados ao longo do eixo y do
modelo sdo apresentados, estando os resultados obtidos em concordincia com a resposta analitica do
modelo.
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Figura 4. Valor de potencial encontrado em funcio da posicio y.

Os gréficos apresentados na Figuras 5 ilustram a convergéncia do processo iterativo. Nas andlises
relativas a Figura 5(a), parAmetros de relaxamento foram fixados (isto ¢, as eq. (22) e (25) nio foram
consideradas), sendo os numeros de iteracoes obtidos pelos dois métodos de acoplamento apresentados
na figura. J4 os grificos apresentados na Figura 5(b) ilustram os valores de o calculados a cada passo
iterativo (bem como o nimero mdximo de iteragdes), tendo-se em conta a utilizagio das eq. (22) e

(25), considerando-se os dois métodos de acoplamento MEF-MEC.
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Figura 5. (a) Ndimero de iteragées para convergéncia do resultado para cada valor de Ol fixado e (b) valor de O calculado a cada passo
iterativo (meio homogéneo).
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Conforme se pode observar na Figura 5, as expressoes propostas para o cilculo otimizado de a
introduzem significativa melhora na convergéncia dos resultados.

ANALISE 2 (MEIO HETEROGENEO)
Nesta segunda andlise, a relagao entre as constantes relativas a cada meio k,/k, vale 10. Tendo-

se em conta esta nova configuragao, os resultados obtidos para o campo potencial e para o campo
gradiente calculado ao longo da malha de MEF sao apresentados na Figura 6, tendo-se em consideracao
os dois métodos de acoplamento MEF-MEC discutidos.

Potencial Potencial
- 12851 12934
- 11512 11.497
- 10.073 10.059

Sf;‘: - 86224
' 71
[ 5.7361 -5?333
431
43112
2878
1.439 28041
H 14371
o

(a) (b) (c) (d)
Figura 6. Meio heterogéneo: campo potencial calculado pelo (a) método 1 e (b) método 2 campo gradiente calculado pelo (c) método
1 e (d) método 2 de acoplamento MEF-MEC.

Analogamente a Figura 5, para o caso homogéneo, a Figura 7 é apresentada a seguir, para o caso

heterogéneo:
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(a) (b)

Figura 7. (a) Nimero de iteragdes para convergéncia do resultado para cada valor de O fixado e (b) valor de O calculado a cada passo

iterativo (meio heterogéneo).

Mais uma vez observa-se nas Figuras 7(a) e 7(b), como as expressoes propostas para o cilculo
otimizado de a introduzem significativa melhora na convergéncia dos resultados. Para a presente
andlise de meio heterogéneo tal aprimoramento ¢ ainda mais acentuado tendo em consideracio o
método 1 de acoplamento MEF-MEC, uma vez que, conforme ilustrado na Figura 7(a), para este caso
raramente se obtém convergéncia para valores fixos de a.
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CONCLUSAO

No ramo da engenharia, cada problema a ser estudado se encaixa melhor com determinada
ferramenta de resolugao. O MEF ¢ eficiente em andlises de meios heterogéneos e anisotrépicos, porém
com dominio finito. J4 o MEC se destaca em problemas com meios homogéneos finitos ou semi-
infinitos, com rdpida resolu¢ao numérica, devido ao fato das dimensoes de suas matrizes terem ordem
reduzida (discretizacio tio somente de contorno). Diversos outros métodos, como o método das
diferengas finitas, volumes finitos, métodos meshless etc., possuem também melhores funcionalidades
para determinados tipos de problemas.

Como o MEF e o MEC sao tratados no programa relativo a andlises acopladas iterativas como
subrotinas praticamente independentes, torna-se ficil a implementagao e a generalizagao dos cédigos,
podendo-se considerar com minimo esfor¢o uma série de diferentes métodos numéricos acoplados,
desenvolvendo-se assim uma poderosa ferramenta numérica.

Portanto, pode-se notar que, além das vantagens oferecidas pelo algoritmo proposto neste
trabalho, ele é capaz de oferecer uma enorme gama de possibilidades, visto que pode ser aprofundado
em diversos estudos da engenharia, considerando diversos procedimentos numéricos distintos.
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PERMANENT F1ELDs ANALYSIS BY THE ITERATIVE FEM-BEM CourLING

ABSTRACT

In this work, the numerical modeling of static electromagnetic fields is discussed taking into
account the coupling of finite and boundary element methods (FEM and BEM, respectively).
Two iterative techniques are considered for the coupling, allowing each subdomain of the model
to be analyzed independently, being the interactions of the subdomains established through in-
terface conditions. In the 1* approach, essential (Dirichlet) boundary conditions are prescribed
at the interfaces of the sub-domains discretized by BEM, whereas natural (Neumann) boundary
conditions are prescribed at the interfaces of the sub-domains discretized by FEM. In the 2"
approach, these interface boundary conditions are switched. In both cases, optimized relaxation
parameters are employed to ensure and/or to speed up the convergence of the iterative algorithm.
Keywords: Boundary Element Method, Finite Element Method, Iterative Coupling, Compu-
tational Electromagnetism.
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